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Ghid metodologic SUMAR

Disclaimer

Ghidul metodologic apare in cadrul Proiectului ROSE Bac++ - proiect finantat de Banca
Internationala de Reconstructie si Dezvoltare (BIRD), ce are ca scop reducerea abandonului in
invatdmantul secundar si tertiar si la cresterea ratei de promovare a examenului de bacalaureat.
Aceasta publicatie reflecta punctul de vedere al autorilor, care 1si asuma responsabilitatea
corectitudinii si a originalitatii materialelor publicate.

Institutia nu este responsabild pentru eventuala utilizare a informatiilor pe care le contine.
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Ghid metodologic PROF. NECULAI JUNCA

Cuvant Tnainte

Tn pericada 2018-2022, in cadrul Liceului Teoretic Bogdan Voda
Halaucesti s-a derulat Proiectul Rose Bac++, din cadrul Proiectului privind
invatamantul secundar ROSE', Schema de granturi pentru licee, cel mai amplu
si mai scump proiect din Educatie, menit sa contribuic la reducerea
abandonului in invatamantul secundar si tertiar si la cresterea ratei de
promovare a examenului de Bacalaureat.

Pentru realizarea obiectivelor propuse, echipa de proiect a organizat atat
activitati remediale, cat si activitati de consiliere, de indrumare si orientare
profesionala, de dezvoltarea a abilitatilor socio-emotionale, precum si activitati
extracurriculare si de informare, vizite si excursii de documentare, stagii de
pregatire, pentru a asigura exersarea abilitatilor personale si sociale bazate pe
experientele anterioare, a elementelor specifice mediului din care provin elevii.

Pentru eficientizarea invatarii si obtinerea unor performante maximale,
demersurile didactice s-au focalizat pe valorificarea particularitatilor de
microgrup si a celor individuale prin activitati frontale, lucru in perechi si pe
echipe, prin activitati cu fise de lucru diferentiat.

Prelucrarea si transformarea pedagogica a cunostintelor dobandite dupa o
logica si o progresivitate determinatd, a asigurat transferul pedagogic mediat
psihologic si social in sensul teoriilor psihologice constructiviste, prin
investigarea modului Tn care cunostintele asimilate devin utile Tn studierea altor
discipline si in viata cotidiana, prin ilustrarea caracterului aplicativ al
cunostintelor matematice, prin antrenarea elevilor in activitati practice, prin
selectarea de tehnici si metode adecvate, prin asigurarea unor mijloace didactice
diversificate, In vederea eficientizarii invatarii matematicii, pentru formarea si
dezvoltarea competentelor specifice.

Au fost promovate strategiile didactice centrate pe dezvoltarea capacitatii
de autocunoastere si de exprimare in maniera pozitiva a intereselor,
aptitudinilor, trdirilor personale, abilitatilor de relationare. Utilizarea metodelor
planul gandirii, elevii fiind incurajati sa aiba interven{ii argumentate, sa
comunice propriile opinii, sa adreseze intrebari, sa reflecteze asupra temelor

! Proiect finantat dintr-un imprumut de 200 milioane de euro de citre Banca Internationald de
Reconstructie si Dezvoltare (BIRD), care contribuie la reducerea abandonului in invatdmantul
secundar si tertiar si la cresterea ratei de promovare a examenului de bacalaureat.
https://www.rose-edu.ro/
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Ghid metodologic PROF. NECULAI JUNCA

puse in discutie, sd manifeste initiativa, sd exprime idei originale si emotii
autentice.

Prin cultivarea limbajului matematic, a rationamentului matematic, a
spiritul de receptivitate, prin formarea gandirii logice, elevii au fost dirijati catre
identificarea modului de organizare a studiului individual cu referire la folosirea
manualelor, a revistelor de matematica, a culegerilor de probleme, a unor
activitati din afara clasei, catre investigarea modului in care cunostintele
matematice devin utile in studierea altor discipline si vietii cotidiene, a
mijloacelor specifice de control a activitatii matematice, a mijloacelor specifice
de evaluare a progresului de invatare, prin formarea si dezvoltarea capacitatilor
de autoevaluare si autoapreciere ale elevilor, prin sustinereca acestora in
descoperirea propriilor valori, a progresului realizat si crearea cadrului de
manifestare a capacitatilor si competentelor dobandite in timpul efectuarii
sarcinilor de invatare.

Implementarea proiectului a contribuit la reducerea abandonului scolar si
la imbunatatirea semnificativa a rezultatelor obtinute de elevii din institutia
noastra la examenul de bacalaureat. Dintre cei 28 de elevi din anul terminal
inscrisi, un numar de 22 de elevi au promovat examenul de bacalaureat. La
disciplina matematica, din cei 10 elevi inscrisi, opt au promovat examenul,
patru dintre acestia au obtinut note peste 8, procentul de promovabilitate fiind
de 80%, iar media pe disciplina, de 6,71.

Ghidul metodologic ROSE - Matematica realizat in cadrul Proiectului
privind invatamantul secundar ROSE, Schema de granturi pentru licee contine
o serie de materiale care au fost utilizate in pregatirea elevilor de-a lungul celor
patru ani de catre prof. Ana Maria Paiu, prof. Maria Balan si prof. Dorin
Dumitru Moglan, profesorii catedrei de matematica implicati in proiect.

Primele doud capitole cuprind fise de lucru structurate pe patru nivele
corespunzatoare celor patru ani de studiu al matematicii, clasa a IX-a si a XI-a —
prof. Ana Maria Paiu, iar clasa a X-a si a XII-a — prof. Maria Balan, si sunt
insotite de un argument, de note de prezentare a proiectului, competentele
specifice si a continuturile vizate, in concordantd cu programa scolara, notiuni
teoretice, precum si sugestii metodologice si de rezolvare a exercitiilor propuse.
Tn capitolul al treilea, prof. Dorin Dumitru Moglan prezinta o serie de modele
de teste rezolvate si bareme de corectare pentru examenul de Bacalaureat.

Adunand in paginile sale experienta acumulata de-a lungul a patru ani,
Ghidul metodologic poate constituie un valoros instrument de lucru in
pregatirea examenului de bacalaureat, atat pentru elevi, cat si pentru profesori.

Prof. Neculai Junca
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GHID DE PREGATIRE A EXAMENULUI DE BACALAUREAT
LA DISCIPLINA MATEMATICA

Profesor gr.I Ana-Maria Paiu

Argument
’ invégénd matematica, Inveti sa gandesti”
Grigore Moisil

Credem ca nu gresim daca reamintim tuturor ca, aproape zilnic, trebuie
sa "rezolvam o problema", sd ludm cel putin o decizie. A gasi solutia, calea cea
bund, inseamnd a gandi.

Matematica ocupa in cadrul Examenului de Bacalaureat statutul de
disciplina obligatorie pentru elevii inscrisi la Profilul real- Stiinte ale naturii.

In cadrul programului ROSE am avut ocazia si desfasuram pe parcursul
a patru ani scolari ore de pregdtire pentru examenul de bacalaureat. Pregatirea
pentru examenul de bacalaureat necesitd o muncd sustinutd, ce nu se poate
realiza numai in timpul programului scolar.

Pe parcursul orelor de pregatire am urmarit:

» cultivarea deprinderii cu munca independenta ;

» incurajarea elevilor, prin stimularea increderii 1n fortele proprii

» formarea unei gandiri logice si flexibile

» stimularea capacititii elevilor de a se exprima, in limbaj matematic,
liber si coerent

» depistarea unor carente in insusirea unor notiuni teoretice studiate

» cresterea motivatiei elevilor pentru studierea matematicii in general .
Prin urmare, consider prezentul ghid un sprijin important pentru toti cei care
doresc sa recapituleze, sa sistematizeze si sd evalueze atat notiunile teoretice,
cat si abilitdtile de abordare a unor subiecte.

ROSE 2018 -2022 7
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CLASA a IX-a

Nota de prezentare

Trebuie sa recunoastem ca desi matematica este una din disciplinele
scolare care traverseazd intreg ciclul de invatamant preuniversitar, de la
gradinitd si pana la terminarea liceului, ea este mai dificila decat celelalte
discipline. Si e firesc sa ne intrebam: ,Din ce cauza
elevul atesta dificultati de invatare a matematicii?”. Asa dar pot sd precizez ca
proiectul Rose a constituit in ultimii patru ani o oportunitate, bazandu-se n
special pe, pregatirea suplimentara a elevilor pentru examenul de bacalaureat .
Pe parcul derularii acestui proiect in scoala noastrda s-a constatat o
promovabilitate ridicata la examenul de bacalaureat.

Ghidul de fatd este destinat atat elevilor, cat si cadrelor didactice, care
vor sd abordeze exercitiile si problemele specifice claselor [X-XII.

Materialul specific clasei a IX-a contine sase capitole. Fiecare capitol
este trecut prin doud faze, faze care dau consistentd ghidului:

> breviarul teoretic — rezuma principalele notiuni teoretice care
recomanda capitolul in discutie

» exercitii si probleme propuse- parte formatd din seturi de
probleme variate care sa corespunda tratarii cat mai complete a
tematicii propuse.

Competentele specifice vizate la clasa a IX-a sunt:

C.S.1.1. ldentificarea in limbaj cotidian sau in probleme de matematicd a unor
notiuni specifice logicii matematice si teoriei multimilor

C.S.1.2. Recunoasterea unor corespondente care sunt functii, siruri, progresii

C.S.1.3. Identificarea valorilor unei functii folosind reprezentarea grafica a
acesteia

C.S.1.4. Recunoasterea functiei de gradul I descrisa in moduri diferite

C.S.1.7. Identificarea unor elemente de geometrie vectoriald in diferite contexte
C.S.1.9. Identificarea legaturilor intre coordonate unghiulare, coordonate
metrice si coordonate carteziene pe cercul trigonometric

C.S.1.10. Identificarea unor metode posibile Tn rezolvarea problemelor de
geometrie

ROSE 2018 -2022 8
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C.S.2.1. Utilizarea proprietdtilor operatiilor algebrice ale numerelor, a
estimarilor si aproximarilor in contexte variate,

C.S.2.4. Utilizarea unor metode algebrice si grafice pentru rezolvarea ecuatiilor,
inecuatiilor si sistemelor

C.S.2.7. Transpunerea unor operatii Cu vectori in contexte geometrice date
C.S.2.9 Calcularea unor masuri de unghiuri si arce utilizdnd relatii
trigonometrice

C.S.2.10. Aplicarea unor metode diverse pentru determinarea unor distante, a
unor masuri de unghiuri $i a unor arii

C.S.3.4. Descrierea unor proprietati desprinse din reprezentarea grafica a
functiei de gradul | sau din rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor si sistemelor
C.S.3.8. Alegerea metodei adecvate de rezolvare a problemelor de coliniaritate,
concurentd sau paralelism

C.S.3.9. Determinarea masurii unor unghiuri si a lungimii unor segmente
utilizand relatii metrice

C.S.4.1. Deducerea unor rezultate si verificarea acestora utilizdind inductia
matematica sau alte rationamente logice

C.S.5.1. Redactarea rezolvarii unei probleme, coreland limbajul uzual cu cel al
logicii matematice si al teoriei multimilor

C.S.5.5. Utilizarea relatiilor lui Viéte pentru caracterizarea solutiilor ecuatiei de
gradul al Il-lea si pentru rezolvarea unor sisteme de ecuatii .

Continuturi

1. Capitolul I. Multimea numerelor reale
[.1. Intervale de numere reale, operatii cu intervale
I.2. Modulul unui numar real
[.3. Partea intreaga si partea fractionard a unui numar real, aproximari
ale numerelor reale

2. Capitolul II. Multimi si elemente de logica matematica
II.1. Operatii logice elementare cu propozitii
I1.2. Metoda inductiei matematice

3. Capitolul III. Siruri de numere reale
III.1. Siruri de numere reale. Siruri marginite. Siruri monotone

I11.2. Progresii aritmetice

ROSE 2018 -2022 9
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[11.3. Progresii geometrice

4. Capitolul I'V. Functii
IV.1. Produs cartezian. Notiunea de functie
IV.2. Proprietati generale ale functiilor
IV.3. Functia de gradul I
IV.4. Functia de gradul al II-lea

5. Capitolul V. Vectori in plan

6. Capitolul VI. Elemente de trigonometrie si aplicatii in geometrie
VI1.1. Cercul trigonometric. Formule de reducere la primul cadran
VI.2. Functii trigonometrice ale unei sume si ale unei diferente de
unghiuri
VI.3. Transformarea sumelor in produs si a produselor in sume
V1.4. Produsul scalar a doi vectori

VI.5. Rezolvarea triunghiurilor

ROSE 2018 -2022 10



Ghid metodologic PROF. PAIU ANA MARIA

Capitolul I Multimea numerelor reale

I.1. Intervale de numere reale, operatii cu intervale
Breviar teoretic

Fie a,b € R,a = b, se definesc urmitoarele tipuri de intervale:
> Intervale marginite : [a,b] ={x ER /a < x = b}

(a,b) ={x €R fa< x < b}
(a,b] ={x ER fa<x < b}
[a,b) ={x ER /a< x < b}
» Intervale nemaginite: [a, +) ={x ER /x = a}
(a,+o) ={x ER /x> a}
(—w,al={x€ R /x = a}
(—0,a) ={x €ER /x < a}

Multimea R este un interval nemarginit R = (—o0,+00),

Fie I si [ intervale de numere reale, se definesc urmatoarele operatii cu
intervale de numere reale

» Reuniuneaintervalelor TuJj={x €R /xE [ sau x € J}
> Intersectia intervalelor Inj={x€R /xelsix €]}
» Diferenta a doud intervale I\ J={x€R /x€Isix &}

Exercitii_propuse
1. Verificati daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
a) 1€ (1,3] b) 2 € [2,4] c) 3 € (—o0,3)

d)—1€e[-1,+0) e)—25€ (—m®,3) AV3e(-12)

2. Sa se scrie sub forma de interval de numere reale urmatoarele multimi:

ﬂ]}l={xER{’x£§} b]B={xEfo:=—§}

cjﬁ':{xEij:‘:mE} d)D={xER/-5<x =4}

ROSE 2018 -2022 11
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e)E={x€eR /—8< 2x <2} fIF={xeR/-5<4x—1<
11}

3. Determinati multimile:

a) [-1,5]n [H, w,“'ﬁ) b) (—oo,—1) N
[—3,0) ¢) (=3,1) n [0,3]

d) (—oo,0) U [l:l,mj e) (—2,3)

U [—%5 AI-173;V2)u (—V3; 1,41]
9) (LIN(=VZ0l  B) [0,00)\ (1,00) 0 R\

I.2.Modulul unui numar real

Breviar teoretic

Modulul unui numir real x , notat | x|, se defineste astfel:

x| z{—x,dacﬁx:‘: 0 —x+adacix <a
x,dacd x=0 x—adacd x=a

Proprietati ale modulului:

ingeneral |x —al = {

1.|x| = 0,oricare ar fix € R 2lx|=0=x=0.
3.|—x| = |x|,oricare ar fix € R 4, |x -y
= |x| - |v| oricarear fix,y E R
x| |xl —
5‘;‘ =m,ﬂr1’care arfix,y ER, v =0 6.4 x% = |x|

7.Dacax ER sia = 0,atunci |x| < a dacd si numai dacd —a < x < a.
8. Dacax € Rsia =0, atunci |x| = a daca si numai dacd ¥ < —a sau x
= d.
Exercitii_propuse
1. Calculati:
a) |—3] 1 1 1 1

b) |40,5] 95737373

ROSE 2018 -2022 12
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c) =11 +[-2] — -3 ‘ 1| | 1‘
d) |1—v2|+ ]2 —V2] 3 gl 1705

2. Rezolvati in R ecuatiile:

a)lx—1=2;b)12-3x|=1; c)I3x+7|=4; d)|-x—1] = -1,
e)l2x— 1| =3+ x.
3. Rezolvati in R inecuatiile:

a)lxr—1] =1 by |2x+ 3| <7 c) lx+3]=1

x+2

5

=

> -1 f)

3

d) 12— 3x| = 4 e) ‘ ﬂ‘

-2

[.3. Partea intreagd si partea fractionard a unui numadr real. Aproximari ale
numerelor reale
Breviar teoretic

> Fie x € R, cel mai mare numdr intreg mai mic sau egal cu x, notat [x],

se numeste partea intreaga a lui x.
» Numarul real {x} = x — [x] se numeste partea fractionari a lui x .

» Proprietati :

l.x = [x]+{x},vxER
2Z.x—1=[x]<x,VX€ER
3.[x]=x =xeZ

4. [x+k]l=[x]+k 2kezZ

Exercitii_propuse

1.{x} € [0,1), YXER
2ix}=0e==xezZ
3{x}={yv}=2x—yez
4{x+n}={x} &o2nelz.

1. Sa se determine partea intreaga si partea fractionard a numerelor:

a=1205; b=-1205: ¢

2. Calculati :

d = 27;e=-2,(6).

ROSE 2018 -2022
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a) [V1313 +5-{—i}

b) [V12345] + (2 +l:“]§}- {3}
c) ,Jll? +4/3 + Jll +6v2
3. Sa se rezolve ecuatiile:
a) [x]=2
b)y[x—3]=1
€) [x+2]=-3

d)[r+1]=2x-1

4. Scrieti aproximarile pand la 3 zecimale, prin lipsad si prin adaos, pentru

numerele:
5 — 4 42 —
ﬂ':E: b= 45 ¢c= —3;; d= = e= —7;f=m.

ROSE 2018 -2022 14
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Capitolul Il Multimi si elemente de logica matematica

II.1. Operatii logice elementare cu propozitii

Breviar teoretic

>

Negatia unei propozitii p , propozitia notatd p , care este
adevarata atunci cand p este falsd si este falsa atunci cand p este

adevarata.

Conjunctia propozitiilor p si g este propozitia notatd p A g si
care este adevdratd atunci cand ambele propozitii sunt adevarate
st falsa in rest.

Disjunctia propozitiilor p si g este propozitia notatd p vV g si
care este adevaratd atunci cand cel putin una dintre cele doua
propozitii este adevarata si falsa in rest.

Implicatia propozitiilor p si g este propozitia notata p — g care
este falsd atunci cand p este adevarata si g este falsa si este

adevarata in rest.

Echivalenta propozitiilor p si g este propozitia notatd p < g,
care este o propozitie adevarata atunci cand ambele propozitii au
aceeasi valoare de adevar si este falsa n rest.

O expresie cere este adevarata oricare ar fi valorile de adevar ale
propozitiilor se numeste tautologie.

Exercitii propuse

1. Stabiliti valoarea de adevar a predicatelor:
P1(x):7 x = 1| = 2,x2Z7
P2 (x):"dx(x + 4) +x = 6(1- x),x=Q - Z7;
P3(x):"2(x - 2) < 3x +5,x=Z—N";

Pa(x):” Z—= >

y—3 1+5y

,VeR;
5 y

ps(x):"2*2 = 16%, xe R.

ROSE 2018 -2022 15



Ghid metodologic PROF. PAIU ANA MARIA

p(n):"n|24,ne N’

2. Se considera predicatele: ;

. 12 "
q(x): 5 <N.xeN

a) determinati propozitiile particulare: p(2), p(4), p(5), p(10), p(48),
q(2), q(3), q(10), g(12) si valoarea lor de adevar;

b) precizati universul si multimea de adevar a predicatului p(n),
respectiv q(n).

3. Verificati ca, urmatoarele formule sunt tautologii:
) 7(P~7DP); b) (P~ Q) ~7P)P; P~ (@ANO(
PAQ) AT

d) (pvigar))e((pve)alpvr).

I1.2. Metoda inductiei matematice
Breviar teoretic
> Principiul inductiei matematice - Fie P(n) un enunt matematic care

depinde de un numadr natural n si care indeplineste conditiile:
a) P(0) este o propozitie adevirata
b) Dacia P(k),k este un numar natural oarecare, este propozitic

adevarata rezulta ca si propozitia P(k + 1) este adevarata.

Atunci P(n) este un enunt adevarat pentru orice numar natural 1.
» Metoda inductiei matematice

Demonstratia prin metoda inductiei matematice a propozitiei: ” P(n)
este adevarata pentru orice n = m,m numar natuarl fixat” are doua
etape:

1. Etape de verificare : se verifica faptul ca P(m) este propozitie

adevdrata
2. Etapa de demonstratie : se demonstreazd implicatia

Exercitii propuse
1. Demonstrati prin inductie matematica egalitdtile, V n € N*:

ROSE 2018 -2022 16
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nin+l)

a 1+2+3++n=—

b) 244+ 6+ +2n=n(n+1)

C) 12+22 432 412 =:'!':?!+1::2u+1}

d) 1 +33 458+ 4+ (2n—1)° = n*(2n* - 1)
e) 1+3+45+-~+2n—1=n

1 1 1 1 _ =
) S+t o+t

(2n—1)(2n+1)  2Zm+1’

2. Demonstrati ca pentru orice n € N* sunt adevarate relatiile:
a) (n* —n) se divide cu 6
b) (13" — 1) se divide cu 6
c) (9"*1 — 8n — 9) se divide cu 16
d) 10™*1 — 9n + 17 este divizibil cu 27.

3. Demonstrati inegalitatile:
a) 2" =n*,neEN,n=5
b) 2" =n® meENn=10
c) 3"=2(n+1)*, nEN
d n*>5n+10,n=7
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Capitolul 11l Siruri de numere reale

III.1. Siruri de numere reale. Siruri marginite. Siruri monotone.
Breviar teoretic
» Un sir de numere reale reprezintd o succesiune de numere reale
€y, ., ", a,, - realizatd dupa o anumita regula, fiecare numar ocupand

n'

un loc bine determinat.

Prescurtat, sirul de numere reale a,, a,, -, a,,** se noteaza (a,),., sau
(a,).

Elementele a,, a5, -, a,, - se numesc termenii sirului, iar elementul a,, se
numeste termenul general al sirului.

> Un sir de numere reale (a,,),., se numeste:

a) Marginit inferior daca exista un numar real m astfel Tncat
m<a, Yyn=1

b) Marginit superior daca existd un numar real M astfel Tincat
a, =M, Vn=1

C) Marginit daca este marginit inferior si superior, adica exista
m,M € Rastfel incitm < a, < M,vn = 1.

Obs.1 Un sir de numere reale (@a,,),, este marginit dacd si numai daca exista
un numar real
M = 0 astfel incat |a, | < M pentruoricen = 1,
Obs.2 Sirurile care nu sunt marginite se numesc siruri nemarginite.
> Un sir de numere reale (a,,),., se numeste:

a) Crescator (respectiv strict crescator) dacad a, < a,., (respectiv
a, <@,;,),vnz=1

b) descrescator (respectiv strict descrescator) dacad a, = a,.,
(respectiva, = a,.,),Vn=1

C) monoton (respectiv strict monoton) dacd este crescator sau
descrescdtor (respectiv strict crescator sau strict descrescator).

Exercitii propuse
1. Scrieti primii cinci termeni ai sirului cu termenul general:
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a) a,=4n—3

In—1

b) b‘” =F = 1
(—1"

C) ¢, = = =1L

2. Determinati formula termenului general pentru urmédtoarele siruri
definite descriptiv:
a) 1,5,9,13,17,21,25,29,

3. Sa se studieze marginirea urmatoarelor siruri:

Il
a) a,=— n=1
) n nt3 1T

b) a,=2n+3

1 1 1
Q) an=(1-3)(1-3) (1-3)
4. Sa se studieze monotonia sirurilor definite prin:

a) a, =5n—2
b) a. = In+2

" nt+l
C) a. = 1 3 5 2n—1
nooz 4 8 n
. . in—1
5. Fiesirul a, = , =1,
’ " n+2

a) Precizati care dintre numerele 2 ,?,E sunt termeni ai sirului .
b) Stabiliti monotonia sirului .
C) Aratati ca sirul este marginit.

I11.2. Progresii aritmetice
Breviar teoretic
> Sirul de numere reale (a,),., este o progresie aritmetica de ratie r,

dacd a,,, —a, =r, v n = 1(diferenta oricdror doi termeni consecutivi

este constanta).
» Proprietati ale progresiei aritmetice
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a) a, =a, + (n—1)r , % n =1 (formula termenului general)
b) a, = —ﬁ“"'jﬂ“*" NNnz=2
C) S5, = Lﬁ"}” W n = 1 (suma primilor n termeni).

Exercitii propuse
1. Sa se verifice daca sirurile urmatoare reprezintd o progresie aritmetica:

a) a,=4n—-1,n=1

1
b) a, =-,nz1l

2. Daci (a,,),., este o progresie aritmeticd de ratie r, calculati:

a) ., stiindcd a;, = 1,r = 2.
b) ay, 0, stiind cd agy, = 30,r = 4.
C) a,r stindcda; = —4,a, = —2.

3. Sa se determine primul termen §i ratia progresiei aritmetice (an)nzl n

fiecare din urmatoarele situatii:
a) a,+a,=14sia; +a; =18

ay +a, =2
) STt

4. Sa se determine numarul real X, stiind cd numerele urmatoare sunt
termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice:
a) 2x- 1,2x+ 1si2x +3.

b) 3, x +1 si x°

5. Masurile unghiurilor unui triunghi dreptunghic sunt 1n progresie
aritmeticd. Daca ipotenuza are lungimea 10 cm aflati perimetrul si aria
triunghiului.
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I11.3. Progresii geometrice
Breviar teoretic

> Sirul de numere reale (b,),., este o progresie aritmeticd de ratie g,

<« bBao, . v . . ..
daca %= q , (raportul oricdror doi termeni consecutivi este
mn

constanta).

» Proprietati ale progresiei geometrice

d) b, =b, -q" " ,¥n =1 (formula termenului general)
e) b;-:; = bn—l : IE]':'z+1 ’V nz2

m_.
b2 g#1 . .
f) S, =1 ta-1 q % ('suma primilor n termeni).
nb,, g=1

Exercitii propuse

1.

4.

Fie progresia geometricd: 2, 6, 18, by ,bg ...

Determinati ratia si termenii by ,bg

Fie numerele strict pozitive x-1, X, x+3 1in progresie geometrica. Sa se
determine X .

Sa se determine primii doi termeni ai progresiei geometrice (b, )n > 1
stiind cd bg= 256 si q = 4.

Intr-o progresie geometrica se cunosc by =9 si q=-1/3.8Sd se
determine suma primilor 7 termeni.

Tntr-o progresie geometrica se cunosc by = 125by si Sy =312. Sa se

determine primul termen si ratia.

Si se calculeze suma: 1 + 2 + 2% + -+ 250 |

Sa se determine x<R, astfel incat fiecare din tripletele urmatoare, sa fie
format din numere n progresie geometrica:

a)3x+1; x+3:9— x;

b) 4,3+ x; x*+5x+4; 25.

8. Fie sirul cu termenul general b, = 3 (\/ 2 )n .
a) Stabiliti daca sirul este o progresie geometricd, calculand apoi primii cinci
termeni.
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b) Stabiliti care din numerele: 81; 24; 96 este termen al sirului.
9. Determinati primul termen b; si ratia q, a unei progresii geometrice

(bn) 151, daca se verifica

b, +b, —b, =10

b, +bs —b, =20

10. Suma a trei numere 1n progresie aritmetica, este egala cu 21. Daca 2, 3

s1 9 se aduna acestor numere, se obtin alte trei numere in progresie geometrica.
Determinati aceste trei numere.

relatiile: {
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Capitolul 1V. Functii

IV. 1. Produsul cartezian. Notiunea de functie
Breviar teoretic
» Se numeste produs cartezian al multimilor nevide 4, B multimea notata

A x B a perechilor ordonate avand primul element din 4 si al doilea
element din B.
AxB={(ab)/a€eAsibeB}

> Fie A si B doud multimi nevide. Spunem ca f: 4 — B este 0 functie
daca oricarui element x € A i corespunde un unic element f(x) € B.

A se numeste domeniul functiei £, iar B se numeste codomeniul functiei

» Doua functii sunt egale daca au acelasi domeniu, acelasi codomeniu si
aceeasi lege de definitie.
» Graficul functiei f:A—=B este multimea

Ge = {[x,f(x]),.’x Ef-l]- c AXB.

a) GnNOX = {M(x,0)/f(x) =0}

b) G, noY ={N(0,y)/y = f(0)}

» Imaginea functiei f: A — B sau multimea valorilor functiei f este
multimea
Im f={f(x)/x€ A}.

> Fie f:A = B o functie si ¥ © B,atunci f 1 (¥)={x€ A/f(x) e ¥}
se numeste preimaginea multimii ¥ prin functia f.

> M(x,y) €G, = f(x) =y

Exercitii propuse
1. Calculati 4 X B in cazurile urmatoare:

a) A={-10}siB={23}
b) A={23}siB={-101}

0) ﬁl={xEZfax+:EE} §iB={xEZf

x—1

bx—8
Zx+1

ez} .
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2. Fie functia f:N = N ,f(x)=x+1.
a) Calculati urmatoarele valori: f(1),f(1),f(5),f(9) + f(11)

b) Determinati imaginile urmatoarelor multimi
A=1{1,2},B={0,3,5},C=N.
c) Determinati preimaginile urmatoarelor multimi

A=1{1,2},B ={0,35},C=N.
d) Calculati urmatoarea suma § = f(0) + f(1) + -+ f(99).

2x, dacix <0
3x —1, dacax=0"
a) Determinati imaginile prin functia f ale urmatoarelor multimi

3. Fie fiR— R ,f(x) ={

rA=[-3—1],
B =[23].Cc = [-3.3]
b) Determinati preimaginile urmatoarelor multimi
A=[-6—4],B = [8.59],
c=[-35].

4. Reprezentati grafic urmatoarele functii:
a) f:{—-1,01}-={012}f(x)=x+1
b) f:{—2,—1,0,1,2} = {0,1,4}, f(x) = x*
c) f:{—2,—1,0,1,2} = R, f(x) = |x +1].

5. Fie functia f:(—3,3] = R, f(x) = 2x + 1. Care dintre urmatoarele

puncte apartin graficului functiei f

A(13);B(25); €(=3,-5); D37E (3,3); F (-22,v3),6 (-2, -3).

6. Determinati m € R, astfel incat:
a) Punctul  A(1,m) sa apartind graficul functiei
frZ=Z,f(x)=x+3.
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b) Punctul  B(m,1) sa apartina graficul functiei
frZ=Z,f(x)=x—2.

c) Punctul D(m,m) sa apartina graficul functiei
f:R—=R,f(x)=2x—1.

IV.2. Proprietiti generale ale functiilor
Breviar teoretic
» O functie f: 4 — R este marginita daca multimea f(4) este marginita,
adica existd a,b € R,a < b astfel iIncat a < f(x) < b,x € A.
» O functie f: 4 = R monotona daca este crescatoare sau descrescatoare.

» Fie A c R o multime nevida simetrica fata de origine.

a) Functia f:A—=R este functie para daca
fl—x) = f(x), ¥x € A
b) Functia f:A— R este functie impara daca

f(—x) = —f(x), ¥x EA.
» Dreapta x = m este axa de simetrie pentru graficul functiei f:4 = R

dacd si numai daca
flx)=Ff(2m—x),¥V x € A

> Graficul functiei f: 4 — R este simetric fatd de punctul P(a, b) daca si

numai daca
flx) + f(2a—x) =2b, ¥ x € A.

Exercitii propuse

1. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt marginite:
a) f:{—-101234} =R, f(x)=x%—6x"+11x—6
b) f:[13] = Rf(x)=T7x+1
) f:[-3.-2]-R.f(x) = —x

2. Sa se arate cd urmatoarele functii sunt nemarginite:
a) fi[3,+®) =R, f(x)=—3x+2
b) fi(—,2) =R, f(x)=5x—3
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3. Studiati monotonia functiilor urmatoare :
a) f:R—=R,f(x) = 3x — &
b) f:R = R, f(x)= —2x + 4
¢) f:R=R f(x)=x+5x+4
d) f:(0,+0) = R, f(x) =

4. Stabiliti care din functiile f: R — R sunt pare si care impare stiind ca:

a)
b)

F(x) = —7x
flx) = 4:?' — 7x*
fo =<

5. Sa se arate ca dreapta x = 2 este axd de simetrie a graficului functiei
f:R—=R,

flx)=3x"—12x+7

6. Sa se arate ca dreapta x = 72 este axa de simetrie a graficului functiei
f:R—R,

f(x) =x*—7x+15.

IV.3 Functia de gradul I
Breviar teoretic

>

>

YV V V V

Fie a,b€R,a# 0. Functia f:R = R,f(x) =ax+b se numeste
functie de gradul intai cu coeficientii a, b.

Dacd a # 0,b = 0, functia de gradul I f(x) = xa se numeste functie
liniara.

Daca a = 0,b # 0, functia f(x) = b se numeste functie constanta.
Curba reprezentativa a unei ecuatii de gradul I este o dreapta.
6,nox={a(-2,0)} 6, nov ={B(0,b)}.

Functia de gradul I, f:R = R,f(x) =ax+b,a+0 este strict

monotond pe R.
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a) Daca a = 0, functia f este strict crescatoare pe R
b) Daca a =< 0, functia f este strict descrescatoare pe R.
» Semnul functiei de gradul I este dat de tabelul de semn, ¥ a € R*

x . _k
T
+ o0
f(x) =ax+b | Semn contrar semnului lui a 0
semnul lui a

Exercitii propuse
1. Sa se determine functia de gradul I f: R — R, stiind ca :

8) F(VZ)=2—Zsif(VE) = V3
b) Graficul functiei contine punctele 4(1,4) si B(—2,7)
C) flx—1)+ flx+1)=2x+2,VxER

2. Fie functia f:R—R,f(x)=2x+m . Determinati  valorile
parametrului real m € R in urmatoarele cazuri :

a) Graficul functiei contine punctul 4(2,5).

b) Graficul functiei contine punctul B(m, 9).

¢) Graficul functiei contine punctul C(1,2m).

d) Graficul functiei contine punctul A(m + 1,—m?).

3. Fie functia f: R = R, f(x) = x + 2 . Determinati :

a) Intersectiile graficului functiei cu axele de coordonate

b) Aria triunghiului determinat de graficul functiei si axele de
coordonate

c) Distanta de la originea sistemului de coordonate la graficul
functie.
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4. Determinati coordonatele punctului de intersectie al graficelor functiilor
f.g: R — R si aria triunghiului format de graficele celor doua functii si

axa 0X, in urmatoarele cazuri :
a) flx)=—-2x—1sig(x)=2x—5
b) flx)=x+2sig(x)=—x+2.

5. Sa se alcatuiasca tabelul de semn pentru f: B — R in situatiile:
a) flx)=2x+1
b) flx)=3x—6
c) flx)=—-2x+3
d) flx)=—4x+2
6. Sa se studieze monotonia functiilor f: R — R in raport cu parametrul
real m:
a) flx)=(m—1)x+2
b) flx)=(2—m)x—3
c) flx)=(4+m)x+m.
7. Sa se studieze monotonia functiilor f: R — R stiind cd graficul functiei
contine punctul dat:
a) flx)=mx+3, A(2,7)
b) filx)=(m*—1)x—4m, A(2,14).
¢) flx)=(02m+1)x+3m* —m, A(—m,3).

8. Functia f:R—R,f(x)=mx+6m—1 este functie strict
descrescatoare. Sa se determine m € R astfel 1incat punctul
A(4m — 5,m)sa fie situat pe graficul functiei.

9. Functia f:R — R, f(x) = (m + 1)x — 9 este functie strict crescatoare.
Pentru ce valori ale lui m € R punctul 4(m — 2,m — 3) este situat pe
graficul functiei.
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10. Sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii, si sa Se interpreteze
geometric solutia lui:
7x + 10y =3
) { 2x— 5y =7

Jx—15v =1
b) {x+5}r=l]

{3[x+2]—2[}r—1] =—1
) 22—x)+4(y—x)=1

3—2':1—}'} 2x—5y __

1

-

f) * B 1

—x+ 2y = <
IV.4. Functia de gradul al II-lea

Breviar teoretic
> O functie f:R = R, f(x) =ax* + bx+ c,a# 0,a,b,c € R se numeste
functie de gradul al doilea.

» Forma canonica a functiei de gradul al II-lea f(x) = a [x + %): + ;—:,
A= b* — 4ac.
» Intersectia graficului functiei cu axele OX,0Y
a) G, NOX, serezolva ecuatia f(x) =0
i) A>0 A(x,,0),B(x,,0)
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b)

b
ii)A=0,4 (— —,n)
2a
iii) A < 0, nu existd puncte de intersectie.

G,NoY ,c(o,c) .

Punctul de extrem al graficului functiei este V (— %, - :—n)
a) a = 0, punctul ¥ este punct de minim

b) a < 0, punctul ¥ este punct de maxim.

. b - . .
Dreapta de ecuatie x = —— axa de simetrie.

Multimea valorilor functiei f : dacd a = 0,Imf = [—i, +oo), iar daca

= (—n 2
a<0,Imf =(—oo, 4.5]'

Aspectul geometric al curbei G: dacd a = 0 aspectul este convex, dacd
a =2 0, aspect concav.

b
S=x,+x,=—-
2 - .. ..
. ¥, unde x,x, solutiile ecuatiei de
P = Il XA = —
- [

Relatiile lui Viete

gradul al I1-lea.

Exercitii propuse

1.

2.

Sa se determine functia de gradul al doilea daca:

a) f(1)=0.f(0)=1f(-1)=38
0 £()= (- =0rw=s

Fie functia f: R — R, f(x) = 2x* + 4x + 5 se cere:

a) Varful parabolei

b) Imaginea functiei

c) Forma canonica

d) Punctele de intersectic a graficului functiei cu axele de
coordonate.
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3. Fie functia f:R — R, f(x) = —x* + 6x — 9 Se cere:
a) Varful parabolei
b) Imaginea functiei
c) Forma canonica
d) Punctele de intersectic a graficului functiei cu axele de
coordonate.

4. Sa se determine punctul de extrem al graficului functiei f:R — R in
cazul
a) flx)=5x"—6x—1
b) f(x)=-3x*+9
c) flx)=4—16x>

5. Sa se determine axa de simetrie a graficului functiei f: R — R in cazul:
a) f(x)=—-5—4x + 3x°
b) flx)=x(1—x)+4x(x+2)+1

c) filx)= ﬁ(x—é}(x-l-i)-i-zx.

6. Sa se reprezinte grafic functiile f: R — R n cazul :
a) flx)=x"—4x—12
b) f(x)=—x*>+2x+ 24
¢) flx)=2x"—6x
d) flx)=-2x*+2.

7. Fie ecuatia x*—7x+ 3 =0 cu radicinile x, si x, . Fard a rezolva
ecuatia , calculati valoarea expresiilor:
a) x, +x,
b) xi+ x3
C) x4+ x3

d) 141

X Xz
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x x
Xz Xy
1 1
f) =+
Xy X

xy+1 Xotl
=+

g) Xogq xy+1 .
8. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

{x+y=3
a) x-y=-—10
x+y=2

b) {x-}r=—11
x+y=-3
C){ 5
X-y=-

S 4

9. Se considerd ecuatia mx* —(4m—1)x+3m—2=0.

a) Sa se arate cd ecuatia are solutii reale pentru orice m € R.

b) Sa se determine m € R* astfel incat L+ l=2m-3.
Xy e

10. Sa se rezolve ecuatiile cunoscand o solutie:
a) 3x*+(m* —3m)x—4=0, x,=-2
by (m*+6)x*—(3m—-1)x+m—-2=0, x,=-1.

11. Sa se formeze ecuatia de gradul al doilea care are solutiile :

3 &
A

b) 1—+2,1++2
C) 3m ,4—2m.

12. Sa se rezolve urmatoarele sisteme si sd se interpreteze geometric:

a) { }
[ Sx+5=y
[—x*+3x+ 4=y

o

b)

S=v

c)

—x T+ 4x =1y
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(—x*+8x—16=1y
L x+y—4=0
9) (—x*+8x—16=1y
L3x—4y+12=0
13. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii:
’x:—2x=}r
a) .
—x "+ dx =y
( 3x—6x =1y
b) , ]
—x“—2x—1=y
( x*+1=y
—x*+2x—1=y

(x"—2x =1y

c)

d)

—x*+4x =y

(( 2x°+6x+5=y
7x?—12x+18=y

(v =(x+5)(x—4)+3(x—3)(x+ 2)
L y=2(x+9)+ (x+ 2)° '

V. Vectori n plan
Breviar teoretic
» Regula triunghiului: daca A4,B,C sunt puncte din plan, atunci

AB +BC = AC.

» Regula paralelogramului: 1n paralelogramul ABCD , are loc
AD = AB + AC.

» Daca M este mijlocul segmentului [AB], pentru orice punct @ din plan
are loc relatia oM = %@ + E)

> Vectorii 1, 7 sunt coliniari daci existad @ € R* unic, astfel incat v = au.
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» Vectorul 7, = 04 se numeste vectorul de pozitie al punctului A in
raport cu O.
ra+rg+re

> Daci G este centru de greutate al A ABC atunci T, = .

Probleme propuse
1. Fie P,@,R,S mijloacele laturilor AB,BC,CD,DA ale paralelogramului

ABCD. Sa se calculeze: A_d +AR +CP+CS .

2. In planul triunghiului ABC se considera punctele M, N, P astfel incét

2
3

AM=§-AB AN=2.AC CP=1-BC.

wd |

a)Realizati desenul. Sa se calculeze vectorul MP in functie de vectorii
AB sl AC,
b)Sa se calculeze vectorul MN in fu nctie de vectorii AB si AC.
3. Fie E,F,G,H mijloacele laturilor AB, BC,CD, DA ale paralelogramului
ABCD. Si se calculeze: AF + AG + CE + CH.

4. Tn planul triunghiului ABC se considera punctele P, @, R astfel incat

—

AP=§-AB ,AQ=§-A{: CR =

I'.ul.r-l
X

a)Realizati desenul. Sa se calculeze vectorul PR in functie de vectorii
AB si AC.,
b) Sa se calculeze vectorul Win functie de vectorii AB si AC.
5. Se considera un triunghi ABC, punctele M, N, P mijoacele segmentelor
[BC].[AC],[AFB] si D, E, F mijloacele segmentelor [MN], [NP], [MP].
a) Si se calculeze AM + BN + CP. si AE + BF + CD.
b) Sa se arate ca pentru orice punct O din plan are loc egalitatea:

OALO0BL0C=0D+ 0E+0OF
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6.Fie ABC un triunghi si punctele M € AE,N € AC. Atunci dreapta MN
este paraleld cu BC dacd punctele M si N impart segmentele [AB] si [AC] in
acelasi raport.

V1. Elemente de trigonometrie si aplicatii in geometrie
VI1.1.Cercul trigonometric. Formule de reducere la primul cadran.

Breviar teoretic
» Cercul orientat, cu centrul in originea reperului cartezian si cu raza egala
cu 1 se numeste cerc trigonometric.
» Radianul reprezintd masura unui unghi la centru care subintinde un arc
de cerc de lungime egala cu raza cercului. Orice cerc are masura de 2w

radiani.
» Semnul functiilor trigonometrice

Cadranul I | Cadranul Il | Cadranul Ill | Cadranul IV

Func‘;ia T T 3T I
xe(03) |xe(3m) |xe(nF) |xe(F2n)

Reducerea | x T— X X — T 2T — x

la  primul

cadran

sin x + + - -

COS X + - - +

tg x + - + -

ctg x + - + -

sin(2m + x) = sinx; cos(2wr + x) = cosx ; tg (2w +x) =
> tg x;

ctg (2m+ x) =ctg x, ¥ XER.
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> Formula fundamental a trigonometriei sin”x + cos®x = 1,x € R.

Probleme propuse

1. Specificati in ce cadran trigonometric sunt situate unghiurile cu masurile

de:

40°,80°,110° 160°,200° 264° 300° 359°,480° 550°, 700° —50°, —100°,—370° —1000°
2. Specificati in ce cadran trigonometric sunt situate unghiurile cu masurile

de:

w 1w 4m Sw 11w 13w 7w 23w 7w 19w 29w T S G 11w
7’1179 1011471236 "7 3" 4 7' 3°
3. Sa se stabileasca semnul numerelor:
. 273m 21437
a) sin— b) cos —
11 20
372w 287x
c) tg = d) ctg =
4. Sa se reduca la primul cadran :
a) sin 390° b) sin 750° C) cos 750°
T T . 2000w
b) d)tg (90?;) e) ctg (601;) f) sm( m )
5. Demonstrati urmatoarele egalitdti
1l—sinx COEX
a) = —
CoEx l+sinx
h) 2% 9Y — 14 tgx+ ctgx .

1—ctg x 1-tgx
6. Sa se determine valorile numerice ale expresiilor:
a) 2sin30° + 5tg 60° + 6tg45°
D) frmer

sin 390°+cos 3907 +£g450°
5ind05°+cos405°4+£g390°—/2

d) 2cos30°—4cos405°+ tg 420°
€) 5tg201°+ ctg405° + 2tg(—45°) + 2c0s 780°
f) 2cos765%—sin 810°+£g 1125%—sin 765°

cos 900%+cos 780%+sin 730%+sin 960°
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7. Ardétati ca au loc urmatoarele identitati
. (sinx+cozx)®—1
a) sinx-cosx =—————
b) (1+ sinx)® + (1 + cosx)* — 2(sinx +cosx) = 3
¢) (1+sinx + cosx)*=2(1+ sinx)(1+ cosx)
d) sin x+sin v c:::s.x:—closy -0
CDS.X-""CDS:_U 51N x—s5In y

e) 1— 2sin“x = 2cos”x—1.

8. a) Stiind ca sinx = i; calculati cosx,tg x,ctg x ,x E (D,;).

b) Stiind cd ctg x = —;i—; calculati sinx ,cosx ,tgx ,x € (;,]‘I) .
Cy 3 oA = -
9. Se considera x £ {]‘I,TT) astfel incit sinx +cosx=—+2 . S& se
determine sin x, cosx, tg x, ctg x .
. .. 1. . : )
10. Stiind ca sinx + cosx = —; sicaxeg G,H) , calculati valoarea
expresiei

E(x)=sinx—cosx .
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VI.2.Functiile trigonometrice ale unei sume si ale unei diferente de
unghiuri

Breviar teoretic
» Pentru orice numere reale x, v au loc relatiile:

a) sin(x + v) = sin xcosy + sin ycosx

b) sin(x — v) = sin xcesy — sin ycosx

c) cos(x + v) = cosxcosy — sinxsiny
d) cos(x — y) = cosxcosy + sinxsiny
e) sin 2x = 2sin xcos x f)cos 2x = cos x — sin“x
. m m .
)] sm(:—xj = cosx h) cos (:—xj = sinx

Probleme propuse

1. Calculati: sin150°,sin ks ,sin Sz ,sin Sz ,sin 22—”
6 3 3

cos135°, cos7—” ) 0055—7[ ) coss—” ) coszz—”
6 4 3 3

T T . 3 .
2. Daca Xe O,E,ye E,ﬂ o sinx=¢ cosy =—0,8 , calculati

sin(x—y),sin(x+y),cos(x —y), cos(x + y), sin 2x, cos 2x ,
3. Aduceti la o forma mai simpla:

a) sin(x —30°)+ sin(x+30°)

b) cos(2x—120° )+ cos(2x +120°)

4. Sa se gaseasca formule de calcul prescurtat pentru: sin3x, cos 3X .

5. Calculati a) sinSlcosB_”_coss_ﬂsinm_ﬂz
7 28 7 28

137 27 . 137 . 2x
b) cos=== cos == +sin ——sin == =
21 7 21 7

6. Sa se calculeze sin®80° +sin?10°.

7. Si se calculeze 10 230° + ctg 245°,

8.S4 se calculeze cos10° + cos 20° + cos160° + cos170°.
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9.S4 se calculeze cos X, stiind cisin x =§ si xe(0%90%),

VI.3. Transformarea sumelor in produs si a produselor in sume
Breviar teoretic
» Formule de transformare a produselor de functii trigonometrice in sume

de functii trigonometrice:

ginlx +}'}+sln {x— _}'}

a) sinx-cosy= -

c'-:ns':.r +}':l+ co s':.r— _}'}

b) cosx-cosy = -

C os':.r —}'}— co s':.r+_}'}

C) sinx-siny = -

» Formule pentru transformarea sumelor de functii trigonometrice in

produse:
ath a—b
a) cosa+cosb=2cos—cos—
. . . a+b ___a—b
b) sina +sinb = 2 sin— cos —
. atb , a—b
C) cosa —cos b = —2 sin—sin—
a—b atb

d) sina —sinb =2 sin——cos—.

Probleme propuse
1. Transformati in produs:
a) sin 50° + sin 20° , 5in 50° — sin 20°

b) cos 50° + cos 20° ,cos 50° — cos 20°
C)tg 20°+ tg 40°  ,tg 65°—tg 5°
d) ctg 40°+ctg 5° ,ctg 52°— ctg 7°

e) sin= + sin = sinZ — sin =
s 15 ! s 15
w 2m 1 d 2m
f) cos =+ cos — ,COS — — COS —
s 15 5 15
w . =% 4 T
te—+sin— te——te—
9) gs+ 12 B 5%
3m w amw w
h)cth—I-ctg; ,ctg?—ctg; .

2. Transformati in produs :
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a) sinx + sin 3x + sin 5x
b) cos2x + cos 4x + cos 6x.

Transformati in sume produsele:
a) sin 10°sin 20° , cos 160%cos 40°%, sin 70%o0s110°

m =4 . fm ., 2m
b) cos—cos— ,sin—sin— .
1212 12 3

V1.4.Produsul scalar a doi vectori
Breviar teoretic

> Fie u si v doi vectori. Produsul scalar al vectorilor i si ¥ este numarul

real notat u- v : definit prin
S 4 {Iﬂl-lﬁlcns[ﬂ:s),dacﬁ ﬁ#ﬁgiﬁ £0
L= — 3 —
0, daci u=0siv =0
3 =3 ﬂ " Ep;
a) cos|u,v) = =—=-
(%) el - o]

b)u si v sunt ortogonali dacd u - v = 0.
Fie u si v doi vectori ntr-un reper cartezian (0,1,7), astfel ncat

u=x,1+wvj,

v = x,1+ V5] . Atunci avem relatiile:

— - . T3 X0 X +_';. ¥a
a " =2Xx, .'X'n‘l'V- V- S1 CDS[H. U} = =0
) %2 T ¥1¥2 § ’ ElE

b) lul = x%+ v — norma vectorului.

Probleme propuse

1. Calculati produsul scalar al vectorilor & si v, in urmatorele cazuri:

a)  lil=2l3l=3sim(iv)=60°
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b) il = 3,13 =4sim(iv) = 30°
¢) lil=I9l= sim(d )= 120°.

2. Sase deterrﬁine produsul scalar al vectorilor:
a) a(3,2),b(2,-3)
b) @a=1+3] ,b(6,—2)
) d=31+2] ,b=21—6]

3. Sa se determine unghiul vectorilor:
=1+7.b=1—]

4. Si se determine m € R pentru care vectorii a si b sunt Vectori
ortogonali: .

Q) a=mi+3] ,b=1+]

b) d=(2m+1)i+mj ,b=3i—2j

) d(m+1,m—1) ,b(3m—1,—15).

V1.5. Rezolvarea triunghiurilor
Breviar teoretic
Fie A ABC cu laturile @« = BC,b = AC,c = AB.
> Teorema cosinusului. Tn orice A ABC , au loc relatiile:
a) 2 =b*+c*—2bccos A
b) b* =c*+a* —2cacosB
c) c® =a*+ b* —2ab cosC.
> Teorema sinusurilor. Tn orice A ABC , au loc relatia:

a b c

= == 2R, unde R este raza cercului circumscris A& ABC.

sind gin B Ein

» Formule pentru aria & ABC:
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_ahy  bBhy  ehe,
a)“l.:'..rwc_:_:—ﬂ,

b) A __breind _ a-csinE _ basinlC |
) AABC T 7 - 7 - 2 '

f - atb+e
) Ayasc =vpp—a)(p—b)(p—c), undep =——;

abe |
d) Ay asc ~— R

e) A,azc =p-r, rrazacercului inscris intr-un triunghi.

Probleme propuse

1.

w

N o o a s

10.

11.

12.

Calculati raza cercului circumscris & ABC, stiind cd BC = 4 si 4 = 30°

InAABC,BC = 4,AC = 5,4B = 5y/3 . Calculati cosA .

In triunghiul dreptunghic ABC avem 4 = 90°,cos B =§ . calculati

sinC .

Calculati cos 4 ,in AABC , stiind ca AB = 2,BC = 3,AC = 4.

Aflati lungimea laturii BC a AABC, stiind cd sin 4 = %, R=4
Calculati sin” 25 + sin”65.

Determinati lungimea BC in AABC stiind ca
AC =6,AB = 4,51 4 = 60°.

Aflati unghiul A a AABC, stiind ca BC=6,R =2v3si A este

ascutitunghic.
Aflati catetele AB,AC,ale AABC dreptunghic , stiind ca

sinB=§§iBC=15.

Aflati aria AABC, stiind cd AB = AC = 4,si A = 60°.

Sa se determine raza cercului circumscris §i raza cercului inscris
triunghiului AEC cu laturile 6, 8, si 10.

Fie un triunghi ABC , stiind

ci m(<4A)=45%4B =+2em,BC=3em . Calculati lungimea
laturii AC.
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CLASA a Xl-a
Nota de prezentare

Studiul matematicii in liceului urmareste: sa contribuie la formarea si
dezvoltarea capacitatii elevilor de a reflecta asupra lumii si oferd individului
cunostintele necesare pentru a actiona asupra acesteia, in functie de propriile
nevoi si dorinte; sa formuleze si sd rezolve probleme pe baza relationarii
cunostintelor din diferite domenii; sa inzestreze absolventul de liceu cu un set
de competente, valori si atitudini, pentru a favoriza o integrare profesionala si
optima.

Materialul specific clasei a Xl-a contine sapte capitole. Fiecare capitol
este trecut prin doud faze, faze care dau consistentd ghidului:

> breviarul teoretic — rezuma principalele notiuni teoretice care
recomanda capitolul in discutie

» exercitii si probleme propuse- parte formatd din seturi de
probleme variate care sa corespunda tratarii cat mai complete a
tematicii propuse.

Competentele specifice vizate la clasa a XI-a sunt:

1. Identificarea unor situatii practice concrete, care necesita asocierea unui tabel
de date cu reprezentarea matriceala a unui proces specific domeniului economic
sau tehnic

2. Asocierea unui tabel de date cu reprezentarea matriciala a unui proces
3. Aplicarea algoritmilor de calcul cu matrice in situatii practice

4. Rezolvarea unor sisteme utilizand algoritmi specifici

5. Stabilirea unor conditii de existentd si/sau compatibilitate a unor sisteme si
identificarea unor metode adecvate de rezolvare a acestora

6. Optimizarea rezolvarii unor probleme sau situatii-problema prin alegerea
unor strategii si metode adecvate (de tip algebric, vectorial, analitic, sintetic)

7. Caracterizarea unor functii utilizind reprezentarea geometricd a unor cazuri
particulare

8. Interpretarea unor proprietati ale functii cu ajutorul reprezentarilor grafice
9. Aplicarea unor algoritmi specifici calculului diferential in rezolvarea unor
probleme
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10. Exprimarea cu ajutorul notiunilor de limita, continuitate, derivabilitate,
monotonie, a unor proprietati cantitative si calitative ale unei functii

11. Utilizarea reprezentarii grafice a unei functii pentru verificarea unor
rezultate si pentru identificarea unor proprietati.

Clasa a Xl-a - Continuturi

1. Capitolul I. Matrice si operatii cu matrice

2. Capitolul II. Determinanti
II.1. Determinantul unei matrice patratice
I1.2. Aplicatii ale determinantilor in geometria analitica
Capitolul III. Sisteme de ecuatii liniare

4. Capitolul IV. Limite de functii
III.1. limita unei functii intr-un punct
[11.2. limite remarcabile. Cazuri de nedeterminare
I11.3. Asimptote la graficul unei functii

5. Capitolul V. Functii continue

6. Capitolul VI. Functii derivabile

7. Capitolul VII. Recapitulare finald clasa a XI-a
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Capitolul I. Matrice

I.1.Matrice si operatii cu matrice
Breviar teoretic
» Se numeste matrice de tipul (im,n) sau matrice cu m linii sin coloane

cu elemnte din multimea C o functie 4: {1,2,--,m} x {1,2,--,n} = C,
A(i,j) = a;; € C. Numerele a;; € C se numesc elementele matricei.

> Multimea matricelor cu m linii si n coloane se noteaza M, ,(C);
M, (C) multimea matricelor patratice de ordinul 7.

> Fie A,B € M

mn(C).A=(a;)si B=(b;).Suma lor este matricea
A+ B =(ay; + by;), iar produsul dintre scalarul k € C si matricea
A este matricea kA = (ka;;) . Diferenta matricelor AsiB  este
A—B=A+(-B).

> Fie A =(a;) € M,,,(C),B=(by) €M,

matrice, notat AB  este matricea C = (cy) €M, (C) , cu

(C) .Produsul celor doua

Cix = Zj=18;;by. ( produsul a doud matrice se face dupa regula linie
inmultita cu coloand).
> Puterile naturale ale unei matrice patratice 4 € M, (C) se definesc

inductiv punand:
Al=A4, A’ =A4-4, A*=4-4, - A"t =4"-4.

Exercitii propuse

_ 12 1 -1 ,
1. Fie A= ,B= . Calculati
3 2 2 -2
A+B:A-B;2A+3B:A-B;A*;B? - A.
1 2 1 2 1 -1
2. Fie A=|3 1 0,B={3 2 1
1 2 3 4 2 0

Calculati A+ B;2A+3B; A-B; A*;B* - A.
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3.

a)
b)

c)

10.

1
Fied=(1 2 3)eM(R)siB= (2) € M ,(R). Calculati 4 - B.
3

. L r4 3y =2 3 .
Fie matncﬂ:a Aﬂ— (3 ),B = ( 3 _4) € M,(R):
Calculati 4-, B=;

Verificati ca A* + B* = 381,

Verificati ca AB = I,.

Sa se calculeze f(A) stiind ca:

a)f@]=1¥—g,ﬂ={i_i)

1 -2 1
b)fMj=A:—2A+3I,A=(D —11).
1 2 3

. . _f2a a . .
Fie  matricea A(a) = ( o En-,) € M,(R). Aflati  matricea
A(1) + A(2).

1 2 3 1 2 3
Se considerd matricea A(x) =| -3 x x*|,.B=|-3 3 9 |
0 x* -1 0 9 -1
a) Sa se determine x stiind ca matricca 4 = B,x E R .
b) Pentru x= —3 , si se calculeze suma elementelor matricei
C € M,(R), unde
C=A-B+IL,.
i . 1 3 9 -1
Sa se rezolve ecuatia matriceala 2X + = :
7 5 3 5
2 4 6 4 0 2
Sa se rezolve ecuatia matriceald 2X +|1 3 5|=(9 -1 5].
9 8 7 1 4 3
Sa se determine X, yeR pentru care are

NG y? 4 9
loc: = .
2x+1 y-1 5 -4
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11
12. Determinati numerele reale X si y astfel incat sa aiba loc egalitatea

(x__gx+4 Ex_—i}r):(; —x_—j|_-5)

13. Sa se determine matricea X din ecuatia

(5 G D=6 7

) ) 11 10
11. Sa se rezolve ecuatia matriceala 0 1l X=X :

14. Fie A= . Si se determine A'°.

o O -
o b
=)

15. Si se rezolve ecuatia X ? =( A

12X M, (R
1} e M,(R).

16. Sa se determine puterea n a matricii 4 € M,(C), A = G g), unde

nenN®.
1 1 a
17. Fie matricecad =|{0 1 1 |. Sase calculeze A™.
0 0 1
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Capitolul II Determinanti

II.1. Determinantul unei matrice patratice.
Breviar teoretic

€, [t
» Fie matrice patraticdA de ordinul doi 4 = (a“ al'). Numarul
21 22

d = a,,a,, — a,,a,; se numeste determinantul matricei 4 de ordinul
doi.
€y gz O3
» Fie matrice patratica de ordinul trei 4 = | @53 @3 @y3 |. Numarul
flzy 3z COgz
d = ay,85,a33 + 15003035 + 01385103 — Gy305083; — Qyaly A3 —
fggfzztyy

numeste determinantul matricei 4 de ordinul trei.

Exercitii propuse

3y 11
1]g13=( ) € My(R).

1. Se considera matricele 4 =( L 11

a) Calculati det A, det B
b) Aratati ca numarul d = det (AB) este patratul unui numar natural.
c) Determinati numarul natural n, pentru care det(B™) = 256.

1 1 2 0 2
2. Fie 4 =( )EMHE[R] siB=(1 0)|€M,,(R). Calculati
1 0 1/ 7% 2 ;

0 1

det(AB) .
. . . 1—x x
3. Ardtati ca det tul t A= € M,(R) nu
atati ca determinantul matricei ( s l—l-x) ,(R)

depinde de x.

4. Se dau matricele 4 = (_ﬂ'l ;)gi B = G _152) € M,(R).

a) Sade determine a € R, astfel incat det4 = 4
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b) Sa se calculeze det (4 + B)
c) Pentru matricele  AsiB  date, sa se verifice egalitatea
det(A-B) = detA - detB .

2 x -2
5. Se considera determinantul D(x)= |4 x—2 —2|, unde x este
1 -1 X

numar real.

a) Calculati D(2).
b) Aratatica D(x) = —2x(x + 2)

€) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia D (log,x) =0 .

6. Se noteaza D(m) determinantul matricei
2 m 1
A(m) =(1 -1 1 )EME(Rj.
3 0 m+1

a) Aratati ca numarul D (2) este intreg

b) Rezolvati ecuatia 3 + D(x) =0

c) Determinati perechile (a,b) de numere fintregi , pentru care
6+ D(a) +D(b)= 0.

3a a+l =2
7. Fie matricea A=|2a+3 2 -3
1 a+l a-2

a) Pentru a = 1 calculati detA
b) Calculati detA.

8. Fie multimea matricelor patratice de ordinul 2 de forma

A:{X(a,b):(ajb aEbJ,a,be R}

a) Calculati determinantul matricei X(4,1)

b) Demonstrati ca pentru orice matrice X,¥e 4, X +Ye 4
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¢) Calculati determinantul matricei X (5,0)- X (~5,0).

11 1
9. Fie determinantul D(x)=1 2 4
1 x X

a) Calculati D(4)

b) Calculati D(x)

10. Rezolvati ecuatiile

2X—2 X
a) =
6 1
2 —
) 2x* x(x+2)-1 _ 0
1 1
1 2 0
6 2
c) B x 1=
31
1 3 2
e o ) . 1 -1
11. Se considera matrice de ordin 2 cu elemente reale 4 = (_ P ]

a) Calculati A — 3A4.
b) Demonstrati ¢ det(4® — 4) = 0.
c) Arataticd A" —3°4=0,.

I1.2. Aplicatii ale determinantilor in geometria analitica
Breviar teoretic
Fie A(X,,YA), B(Xg,Y3s), C(Xc,Yc) trei puncte , A=B=C = A, in reperul
cartezian XOY.
» Ecuatia carteziand a dreptei AB se scrie sub forma de determinant:

Xy
AB: (X, Yy, 1=0.
Xg Ye
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» Punctele A, B, C sunt coliniare daca si numai daca are loc egalitatea:

Xa Ya
Xg  Ys =0.
Xe Ye

» Distanta de la un punct P( X,,Y, ) la o dreapta (d) de ecuatie

ax + by + ¢ =0 se calculeaza cu formula
|c11.'P +bvp +r|

Jat + b

> Aria  triunghiului AABC  se calculeaza  cu  formula:

D(P.d) = -d(P.h) = 0.

Xp Ya

1
AAABC ZE’ Xg Ys
Xe  Ye

Exercitii propuse
1. Scrieti ecuatia dreptei care trece prin punctele 4 si B sub forma de

determinant, apoi determinati d(0, AE),0(0,0):
a) A(—2,3),B(3,0); b) A(1,5),B(—2,4);
) A(0,—3),B(—5,0); d) A(+2.—3). B(1,0).

2. Verificati coliniaritatea punctelor:

a) A(—2,3),B(3,0),¢(1.8}; b) A(1,—3),B(4,—1),C(2,-5)

c)A(m;m—1),B(—2m; —2m —1),C(3m — 1;3m — 2).
3. Aflati meR astfel incat punctele
Im—2)

J

4. Calculati aria AABC , ale carui varfuri sunt punctele
A(1,1), B(4,2), C(2,5).

sa fie coliniare.

E(—3,—2),F(4,1)si G| m+1,
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5.

o

10.

11.

n reperul cartezian x0y se considera punctele
A(—1,1),B(m—1,2)siC(3,m+1).

a) Pentrum = 1, scrieti ecuatia dreptei AR

b) Determinati m € R astfel incat punctele 4, B, C sa fie coliniare

c) Determinati m € R astfel incat aria triunghiului ABC sa fie

minima.

Fie punctele A(—4; —2),B(2;2),C(3;0).

a) Reprezentati punctele in repreul cartezian X0V
b) Scrieti ecuatia dreptei AB

c) Calculati aria triunghiului ABC.

Se considerd punctul 4(—2,4) si punctul B(—1;4). Sa se determine
patametrul real m astfel ca punctul M(m,m + 2) sda fie coliniar cu
AsiB.

Se considerd punctele A(1;m), B(—2,m) si C(0;6). Sa se determine

parametrul real m astfel ca aria triunghiului ABC sa fie 8.

Se dau punctele A(6,4), B(2,5),C(—4,3),D(—3,—3). Sa se reprezinte
punctele in plan si sd se determine aria suprafetei triunghiulare (ABC) si

aria suprafetei patrulatere (ABCD).

Se dau punctele A{—3,—2),B(5,—4),c(—1,-3).
a) Sa se scrie ecuatiile laturilor triunghiului ABC.

b) Sa se determine lungimile indltimilor triunghiului ABC.

Se dau punctele 4{1,0),B(—2,4),C(—1,4),D(3,5).
a) Sa se reprezinte punctele in plan si sd se scrie ecuatiile dreptelor
AB,BC,CA,CD.
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b) Sa se determine distantele de la varfurile B si D la dreapta AC.

c) Sa se compare ariior suprafetelor (ABD),(BCD) si (COD).

d) Daca punctul M(m,m + 2) este coliniar cu B si C calculati aria
suprafetei (MAD).
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Capitolul III. Sisteme de ecuatii liniare

Breviar teoretic
> Fie matricea 4 = (a;;) € M,

m,n

(C) si numerele by, b,,**+, b, € C date.

Sistemul de ecuatii de forma
a;xy + apx, + o+ ag,x, = by
Qy Xy + Aon X + -+ a,.x, = b, .
(5) = LR ntn * se numeste sistem de m
rm:lﬂl":"‘-l + CT,m:_'I: + + amnxn = bm

ecuatii liniare cu n necunoscute.

> Sitemul (5) se scrie sub forma matriciala astfel: AX = B, ubde 4 este
maticea asociata sistenului, X maticea coloand a necunoscutelor si
B matricea coloana atermenilor liberi.

> Solutia sistemului (S) este un sistem ordonat de numere (x{,x7, - x 2
cu proprietatea ca verifica ecuatiile sistemului.

» Sistemul (5) se numeste compatibil daca are cel putin o solutie si

incompatibil daca nu are nici o solutie.

» Sistemul (5)se numeste compatibil determinat daca are o unica solutie
si compatibil netederminat daca are o infinitate de solutii.

> Sistenul (S) de tipul (m,n) se numeste sistem Cramer daca m = n si
detA # 0. Solutia sa unica se poate afla cu ajutorul formulelor lui

o, - : ..
Cramer: x; = El ,i=1,n, n care d este determinantul matricei

sistemului, iar dxa. , determinantul care se obtine din &, Tnlocuind

coloana i cu coloana termenilor liberi.

Exercitii propuse

x+5v=6

2x+y=m

a) Determinati m € R, stiind ca sistemul admite solutia: x = — 4,y = 2;
b) Pentrum = 3, sa se rezolve sistemul.

1. Se considera sistemul de ecuatii liniare: {
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mx+y—3z=m"—3

2. Fie sistemul 5x —2y+x=-2 ,m € R. Determinati m € R, astfel
(m+1)x+2y+3z=7

ncat sistemul sd admita solutia (1,2,1) .

x+4y+4z =15
3. Fie sistemul {3x+ (a+4)y +5z = 22,a € R. Aritati ci tripletul (7,1,2)
3x+2y+(3—a)z=16
nu poate fi solutie a sistemului, oricare ar a € R.

4. Scrieti matricea asociata sistemului, matricea termenilor liberi si matricea
terminilor

2X, + X, =X, =1
necunoscuti si apoi rezolvati sistemul: § — X, +2X, =-2 .
4% + X, +2%X, =0
5. Sa se rezolve urmatoarele sisteme:

3 {2x+y+z=1 b){Zx—Sy:S

2x+y+2z=3 4x -6y =1
4x+2z=-2 2x-by+z=-1
c) ;}y—f)’z:;l d){x+y+22=6
X—z=-
3x—y=1 3X+2y—-z=3
2X+Yy+2=0

6. Fie A matricea coeficientilor sistemului {3Xx—y+mz=0,undemeR
-X+2y+z2=0

a) Sa se calculeze det A .
b) Sa se determine m e R astfel incat sistemul sa admita solutii nenule.
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2 2 2
Zo + Yo + X

c) Sa se arate ca, dacd m =0 , atunci expresia este constanta,

2 2 2
Zo = Yo = Xo
pentru orice solutie nenula (x4, ¥y, 25) a sistemului.
x+2y=1
7. Aratati ca sistemul de ecuatii { 2 — ¥ = 6 este incompatibil.
3x —4v =10

x+F+x=3
8. Se considera sistemul de ecuatii [ ax+y—z=2,
2ax —y+z =4
a) sa se scrie matricele asociate sistemului.
b) sa se determine a € R stiind cd det4d = —12, unde A matricea

asociata sistemului.
C) pentru a = 2 sa se rezolve sistemul.
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Capitolul 1V. Limite de functii

IV. 1. Limita unei functii intr-un punct
Breviar teoretic
> Fie f:D — R,x, € R un punct de acumulare pentru D sil € R. Numdrul

I se numeste limita functiei f in punctul x, daca pentru orice
vecinatate IV a lui I, existd o vecindtate U a lui x, cu proprietatea ca
pentru orice x € D NU,x # x, avem f(x) € V.

Notam: lim f(x)=1.

Xy

» Limitele functiilor elementare

1. Limita functiei constante :
f:R=>R,f(x)=c,cERcux,€R, limec=rc.
XX
2. Limita functiei de gradul I,

f:R—=R,f(x)=ax+b, a,bER,a-p-‘—'ﬂm,xDEE,
{ ax,+b, x; ER

lim (ax + b) = a(£00), x, = 400
T r o T

3. Limita functiei de gradul al II-lea ,
f:R—=R,f(x)=ax*+bx+cabc€ER

a#0cux, €ER, lim(ax*+bx+c)=

{ axy® +bxy+ec, xp €R
a(+ow), x,= 1w

4. Limita functiei radical de ordinul 2,

f: [D,mj = R, f(x) =+xsix, € (0,).
—

lim x = Voo %o € [0, ) :

X +oo Xy = +oo

5. Limita functiei radical de ordinul , f: R — R, f(x) = {x si x, ER.

s =
im 5= { VY %€00)
Ry im X = im
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6. Limita functiei exponentiale
f:R—=(0,0),f(x)=a*,a€ (0,w)—{1}six, ER

a*® ,x, ER
lim a* =4 0,x,=+4+mw,a < 1lsaux,=—0w,a > 1
i +00, %, =+®,a>1lsaux; =—w,a<1
7. Limita functiel logaritmice ,
f:(0,00) = R, f(x) =log, x,a € (0,00) — {1},
log,x ,x, €(0,00)
lim log, x = [-I-m,xc, =0,a<lsauxy,=0w,a=>1.
% —0,x,=0,a>1saux, =0,a <1

Exercitii propuse
1. Sa se calculeze limitele de functii:

a) lim(2x + 5) b) lim (—3x% + 5x + 6)
x—2 x——2
C)lin;(x3 —2x*+6) ) lim (2020x2°2° 4 x — 2)
x— X——00
e) lim(—2x°>+8x—2) f) lirr(l](Sx2 + 6x —7)
X—00 x—=

2. Sa se calculeze:

Q) lim=2  b) lim V¥ ¢) lim Va2
x— X—Co X—>—00
lim 3\/3%
d)x—-1
Ol ey i (3)x lim 15%
x>-1 xl—rg 3 'g)x—l>r—noo
. 14
% im (57)
. x+1 =\ 1; .
l l_L)xl%erz—l j)}cl_lglogéx k)}cl_l%logéx
) g, Inx
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x>0

3. Sa se cerceteze daca urmatoarele functii au limita in punctul specificat:

3x +2, x <0
a)f'R%R’f(x)_{x2+x+2, x>0

eXtl 41, x <2

b)f:R_)R’f(x):{logz(x+2)+x—1, x> 2

x¥, x € (—o0,0]
C) f:R—R.f(x)= x, x€(0,2] xy=0,x,=2.
18 —x*% =x€(2,4m)

4. Sa se determine parametrul real pentru care functia are limitd in punctul
dat

VpRoRF) =

3x? —mx+3, x< -1
mx?+2mx+7, x>-1

mln(x+ 2),dacax =0

b) f: R R, Z{ -
) f:R =R, f(x) 1+ 2x+3x°,dacdx < 0.

e“*+x+a x=0

5. Fie functia f:R = R, f(x) = 2+ blnx, x>0

a) sa se calculeze iigé Flx)
x=0

b) sa se determine a, b astfel incat functia sa aiba limita in x; = 0.

IV.2. Limite remarcabile. Cazuri de nedeterminare.
Breviar teoretic

a . - o .. 0 o
» In multimea R urmatoarele operatii nu au sens: 5i i 0. Pentru
==

eliminarea acestor cazuri de nedeterminare se folosesc anumite metode

ROSE 2018 -2022 60



Ghid metodologic PROF. PAIU ANA MARIA

precum metoda factorului fortat, descompunerea in produs de factori,
rationalizarea, formulele trigonometrice sau anumite limite remarcabile

cum ar fi : lim 22% = 1; lim e lim B = 1; lim 2EE = g
=0 X =0 X r—=0 X a0 £
In(1+ -1 1+x)"—1
im u =1; lim a = Ina; lim % =r,rER
x—0 x a—0 x =0 x
Exercitii propuse
Calculati:
2 2
1im2X=8 . o im2X22. g im Xt 4 im0
x-3 5x —15 -1 X —1 x—>2 X —2 X3 2X — 6
. x3-125
lim————.
x5 X—5§
2 _ i - . x2=2x
6. lim -9 . 7. “m\/3x+3 X+ X 8. lIm———
=3 x3-27 x->2 4x -8 X2 x> —4x+4"°
X2 —3x+2
im————::
-1 (X—=1)(x +2)
. X2 -2x . 1P \/ 23
10. lim C o im2X2H . ‘/_”, 13,
X—0 |X| -1 X—=1 x—>1 (X 1)
VX2 +x =2
m——m——,
x—1 X—1
2 2 =2
. -2 — 2X — ) _
14. Ilm\/X XtG \/X X 6; 15. I|mSln 25X; 16. Iimﬂ;
x—>3 X*—4x+3 x>0 4x x>0 2X
. 3tgx —3 . Sinx—
17 tim L g B3 g sinccosx -,
H,sm X —€0s? X Hg 3X—71 H% COS 2X
. 1—cosx .
lim———;
x=0 X“ COS X
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sing’ +x-2) 5 lim MA+5x) . IimIn(1+2x—x2)_ 5

21. 7 ;22 >, 23 4,
x>2 SiNK°3X+2) 05X X0 X
jim & L.
x—1 \/;_l’
im X = =3 - xP2x+3
x>0 —5X° + X x>e 6X° +X—4 x>o  5X—3
_A2X% +3x
lim ———;
x>-o By +1
2X
29. IimM; 30. Iingiz-ln(cosx); 31 Iim(x—%)-tgx; 32.
X—00 X X—> X X_)E

. 7X
leirll(l—x)-tg7,

V.3

Asimptote la graficul unei functii

Breviar teoretic

Fie

DcR, f:-D—>R,aeD'"
Functia f :D— R are dreapta y =b asimptota orizontald la —ocodaca

D> (-o,b),beR si lim f(x)=b, respectiv, functia f:D—>R are

dreapta y = a asimptotd orizontald la + oo dacd D > (a,),a€R si

lim f(x)=a

X—>+00
Functia f:D—>R are dreapta x = a  asimptotd verticald daca cel
putin una dintre limitele lim f (x) si lim f (x) exista si este infinita

X—a X—a

X<a X>a

Dreapta y = mx + n este asimptotd oblicd la ramura spre —ca functiei

¥ $:DR,D>(-ob)beR, daca lim[f(x)—mx—n]=0, respectiv,
dreapta y=m’x + n’ este asimptota oblica la ramura spre +o0 a
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functiei f:D-—>R,D>(a+w),acR, daci lim[f(x)—m'x—n']=0,

unde:

m= lim % n= XIirpw[f (X) — mx], iar

X—>—00

m'= lim w,n': lim[f(x)—m'x].
X—=>+0 ¥ X—>+00

Observatie: O functie nu poate avea simultan asimptote orizontale si asimptote
oblice spre — o, sau spre + o.

Exercitii propuse

1. Stabiliti tipurile de asimptote ale graficelor functiilor reprezentate in
figurile de mai jos:
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e o £

£:R\(-1, 0 1}——3 R
—_ x+1
f(x) = \Zs

-1

, x=0

=0

f:R—>R

f(x)=1x 3%

b)

2. Determinati asimptotele functiilor f : D — R, D fiind domeniul maxim

de definitie:

)t (=2, by (x) = =X~ 2+,
X°—-25

c) f (x) = 2x —/4x* —3x; d) f(x) =xe”;

e)f(x)=@ f)fx)=x—5

g)f[1]=x—|—l+ﬁ h) f(x) =2x"+3x+1

) o)== D) = =—
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K Fx)=In(1-x) ) Flx) = 22

Vat—1

" +3x+a

3. Fief:R—{a}—=R,f(x)= —
a) Aflati @ € R, astfel incat dreapta de ecuatic v =x + 1 sda fie
asimptota oblica a lui f.

b) Pentru a = —2, aflati asimptota verticala a functiei.

. _ A+l
4. Fie f D — R,f(_’l’j = aetm
a) Aflatim € R, dacda x = 3 este asimptota verticala a functiei.

b) Pentrum = 3, determinati D si asimptotele functiei.

5. Fief:D =R, f(x)= ﬁ Determinati m € R astfel incat graficul

dx
functiei:
a) Saadmita o singura asimptota
b) Sa admita doua asimptote verticale
€) Saadmita dreapta x = 1 ca asimptota verticala.
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Capitolul V. Functii continue

Breviar teoretic

>

Fie f:D = R o functie de variabild reald si x; €D un punct de
acumulare pentru D. Functia f este functie continua in punctul x, € D

daca lim Flx) = fxg).

Functia f continua in x, < }Lrllnf(x] = xh_{}lﬂ Flx)= flxy).

x<xy x>,
Functia f se numeste discontinud in punctul x; € D, dacd nu este
continua 1n x.
Punctul de discontinuitate x, € D este de speta I, daca limitele laterale
ale functiei in x, exista si sunt finite.
Punctul de discontinuitate x, € D este de speta a II-a, daca cel putin o
limita laterala a functiei in x; nu existd sau este infinid.
Functia f:I — R are proprietatea lui Darboux pe intervalul I, daca
Vabela<bsiva cuprins intre valorile f(a) si f(b), existd un
punct ¢ € (a, b) astfel incat f(c) = A.

Obs. Orice functie continua pe acel interval are proprietatea lui Darboux pe
acel interval.
» Consecinte ale proprietatii lui Darboux:

Consecintal. Fie f:[a,b] = R, o functie continud pe [a,b]. Daca
fla) - f(b) < 0, atunci existd un ¢ € (a, b), astfel incat f(c) = 0.
Consecinta 2. Fie f:I — R o functie continud pe I. Daca f nu se

anuleaza pe intervalul I atunci functia f are acelasi semn pe I.

Exercitii propuse

1. Studiati continuitatea functiilor f : R — Rn punctele indicate:

X3, x<3
) f(X):{sz x>3’a:3
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2_ <
o) f(x)=1% F*=ta
X+, x>1

x*-16 X # 4
o f(x)=9 x-4"' ,a=4
8,x=4

2.Sa se determine parametrii reali astfel incat f :R — R sa fie continua in
punctul indicat:
X+a-1,x<2

a) f(x)z{ a=2

X2 +ax—2,x>2'

b) f(X):{\/(ZZX'Fl,XZl a=1

2aX+3,x<1 '

3.Stabiliti natura punctului de discontinuitate pentru  f :R —R

x?+5,x>1
f(x)= ’ a=1
2 () { 3,x<1
1
0 f(x)=1x"*"% a=0
2X,Xx<0

4. Sa se arate ca ecuatiile urmatoare au solutii pe intervalele specificate:
a)ln x+x= Dpe(é,l)
b) 2cos*x —1 = 0 pe (0,7).

5.Sa se rezolve inecuatiile:
a) (x*+x+2)(Inx—1) >0

b) (x* —1)(e™™**) < 0.
6.Ardtati ca urmatoarele ecuatii au cel putin o solutie in intervalul mentionat.
Ax*+3x—1=01in [0,1)

b) 2x + Inx*=01n G,l)

C)e™ +2x=01in[—1,1].
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7. Sa se studieze semnul functiilor:
a)f:R—=R flx)=x*—6x*+11x—6
b) f:(—c0,0) = R, f(x) = (x+ 5)1g(—2x)
C)f:tR—=R,f(x)=(x—3)(e*—1).

8 Sa se determine parametrul real a pentru care functia

ax + b, x < 4
R —+ R, = ”
f fx) {ﬁ,x'-l-.':'v, x =4
].j.n]. f':.t’:'_f |:4:|

r—d x—4

este continud pe R si In plus exista

9. Sa se determine constantele a,b  pentru care functia
ax +b,x =2
R — R_, ¥ = - : = B : A L
f f(x) 2t a x<2 este continud pe si in plus existd
].j.n]. f':.t’:'_f I:::I
=2 x—2 !
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Capitolul VI. Functii derivabile

Breviar teoretic
> Fie f:Dc R—=R si x, punct de acumulare din D. Functia f este

derivabild in x, daci exista si este finitd lim & ) -

o
> Functia f:D © R — R si x, punct de acumulare dm D, este derivabild
in x, < f este derivabila la stdnga si la dreapta in x, si
ffj,(xn) = ffd(xn:] = f' ().
» Orice functie derivabila Intr-un punct este continud in acel punct.
» Daca f este derivabild x,, graficul functiei admite tangentd in punctul

P(x0,f (x0)) de ecuatie y — f (x5) = f' (x5) (x — %o)-
> Reguli de derivare:

a) (frg)=f=g

b) (af)' = af’

¢) (frg)=fg+fg

Q) (£) =222 g =o0.

Exercitii propuse
1. Sa se calculeze derivata urmatoarelor functii  f:D — R ( indicand

domeniul maxim de definitie D pentru functie )

a) flx)=3x"+2x+1

b) f(x)=4x*—5x>+6x+5
c) f[x]=5x4+3x—%

d) fi(x) = 3sinx — 4cosx

e) flx) = xlnx — 3x

f) f(x)=3x+In3 + xin3
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g) flx)=x"-3* +4x* + 2x
h)y fix) = (x*+ 2x)-Inx

) fl) =2
J) f[.’k’:] - .r=+jZ;.r—4
0 70 =27
) f)=-—=
1 1 1 1
M=t =

n) flx)=vVx—Vx+ix— iR
0) flx)=x —%—I—E

p) () = s

o) f(x)=

1 1
+:=
Vo

1

] i—=
W Va®
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Sé se calculeze urmatoarele limite, utilizind regulile lui I"'Hospital:

2 3 X=X
.oa-l . X =3r+2 . 20 -3+ . €-e -
1. lin—=—; 2 lim———; 3 lim————: 4 lim———:
=yt -] =y -4 =yt —6x45 =0 y—siny
. Xeosx-siny . yJeosx —3fcosx . x=2 . 1-cos’y
5. lm—————: 6. lm — o T lim— : 8. lim——:
-0 X =0 11N =T Ha-6 =0 ysim 2y
b
. l-cosx-lncosx . lnsinxy . In{l+e . x+hx
9. lm—————— 10 Im =: 11 lm ( ) : 12. Iim :
-0 X = ;3_2_1-)' mE oy =y —Iny
- In(lnx R o In(3x-2 o
13. lim ( ]: 14, im— ; 15. lim ( ): 16. lim—:
ey o g ot 11 ]11(23‘-_ [) = gt
121
. Insinx . Inx S . AP -546
17, Im———: 18. im—: 19. lim—-: 20. lm———:
;-60 Insin 2x =y el =ty 43042
. C0S3X—C0SX . sinx+sin3y ~lnx AR XA
L lm———: 22 lm———: 23 Im—: 24 lim—:
10 X =0 5in ¢ +sm 4y =y =03 45 -2
. 1_3x+1 ‘ g’X
25 lm———: 26. lim—
=133 451042 1y

(x—1x+1)

3. Se considera functia: R — R, f(x) =~ ___

a) sa se calculeze f'(x)

b) si se calculeze lim M
x—1 x—

[ [

= . () —F (1)

¢) sa se calculeze lim rle-riy
=1 x—1

. . , X =
4. Se considera functia f: R = R, f(x) = {1;;_1_34 xx }11.

a) sa se studieze continuitatea functiei f pe R.
b) sa se calculeze f'(x)

C) sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f n punctul 4(—2,1).
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5. Fie f:(0,00) = R,f(x) =x +Inx. Aflati coordonatele punctului care

. . e A o 5
apartine graficului functiei, 1n care tangenta la grafic are panta egald cu T

Proprietatile derivatei de ordinul I
Breviar teoretic
» Fie f:I — R o functie derivabila pe I. Atunci

a) Daca f'(x) = 0,V x € I, atunci f este crescatoare pe I.
b) Daca f'(x) < 0,¥ x € I, atunci f este descrescatoare pe I.

» Pentru determinarea intervalelor de monotonie , ale unei functii
derivabile f: I — R se procedeaza astfel:

a) Se determina derivata functiei , f'(x)
b) Serezolva in R ecuatia f'(x) = 0 ( si se determina punctele critice)
c) Se stabileste semnul f'(x) pe I

d) Se precizeaza variatia functiei f(x) pe I.

Exercitii propuse

1.Se considerd functia f:(0,2) = R, f(x) = % . Si se determine intervalele
de monotonie ale lui f.

2.Fie functia fR — {—1} = R, f(x) = ﬁ

a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei.

b) Si se demonstreze ca f(x) < —4, pentruvx € (—oo,—1)

3. Se considera functia f: (0,0) = IR, f(x) = x — 2Inx. Si se demonstreze ci

Ine?
flx) = T;"?'x € (0,c0).
e
4. Se considera functia f: R— {—1} - R.f(l’] = 1

X
a)Studiati monotonia functiei

b)Si se demonstreze ci f(x) = 1,¥x € (—1, )
5. Fie functia f:R—{1} = R, f(x) = & +x+2

=1 °
determinati punctele de extrem.

Studiati monotonia functiei si
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Inx

6. Se considera functia f (0,00) = R, f(x)= < aratati
cix® <e*,Vx e (0,00)

7. Fie functia f: R — R, f (x) = %

a) Sa se arate ca f este descrescatoare pe(0,2].

b) Sa se demonstreze ca 2e"3 < 3¢V

8. Se considera functia f:(0,c0) = R, f(x) = % — Inx

a) Sa se studieze monotonia functiei si sd se determine punctele de extrem.

< o — "
b) Sa se arate ca Inyx = IT ,¥x € (0,00)
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Capitolul VII. Recapitulare finala clasa a XI-a
1.
a) Aratati ca det(4(10))=10.
b) Demonstrati ci (4(a)-A(b))(4(a)-4(b))=3(a—b)(A(a)-A(b)), pentru orice numere reale
asib.
¢) Determinati numérul natural » pentru care det(4(2))+det(4(3))+...+det(4(n))=35.

a+l 2a+1

Se considerd matricea A(a)= ( 5 ], unde a este numar real.
a a

2.
11 2 x+y-2z=1

Se considerd matricea A(a)=|1 -2 1 | sisistenml de ecvatii {x—2y+z=2, unde g este

a 1 1 am+y+z=3

v -

numar real.

a) Ardtati ca det(A4(1))=-9.

b) Demonstrati ca suma elementelor matricei B(a)=A4(a)-A(a) nu depinde de numéirul real a .
¢) Pentru a =2 , aratati ca sistemul de ecuatu este mcompatibil.

3.
1 Ina

0 1
a) Aritati cd det(4(a)) =1, pentru orice a € (0,+w®).

b) Demonstrati cad A4(a)-A(b)= A(ab), pentru orice a, b =(0,+x).
1 EDZD]

. Se considerd matricea A(a)= ,unde a (0,+»).

¢) Determinati a (0,+x), astfel incat A(a)- A(a)-A(a)= [G :

4.
x+1

Se considera funchia f:(L+x) =R, f(x)= e
x_
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a) Aritatica f'(x)=— , xe(L+m).

1
(x-1yx*-1
b) Determinati ecuatia tangente1 la graficul functier f in punctul de abscisa x; =2, situat pe graficul
functier f .
¢) Determinati coordonatele punctului de intersectie a celor doua asimptote ale graficului functiei f .
5.

Se considera functia f-E— 5. fx)= 16 3 )
x+7
=337 (67 -1)(x7 +7)
a) Aratatica f'(x)= - -. xR,

-
( 6o ]_

b) Deternunati asimptotele graficulu functier .

c¢) Demonstrati ca |f [x)=1 12 }| = % pentru orice numere reale x s1 V.

6.

Se considera functia f:(0.+x) > E. f(x)=xlhx+a(x+1).unde a este numar real.

a)Aratatica f'(x)=lnx+1+a. x=(0.+x). pentru once numir real a .

b) Pentru a =1. determinati intervalele de monotonie a functier f .

¢} Demonstrani cd. pentru once numar real g, functia f este convexa.
7.

. Se consideri funcfia f: % — %, f(x}:eix_

a) Aratafi cd e" (f(x)+ f'(x))=1, pentru orice numar real x.

b) Determunafi ecuatia asimptote: orizontale spre +oo la graficul funcfier f .
¢) Demonstrafi ca dreapta de ecuatie y =x este tangenta la graficul funcfier f .
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GHID DE PREGATIRE A EXAMENULUI DE BACALAUREAT
LA DISCIPLINA MATEMATICA

CLASA a X-a
Nota de prezentare

Proiectul ROSE face parte din Programul National al Ministerului
Educatiei ,,Sprijin la bacalaureat, acces la facultate” si contribuie la strategia
Ministerului de reducere a parasirii timpurii a scolii in invatamantul primar si
secundar, la cresterea participdrii la activitati de invatare pe tot parcursul vietii
si la imbundtatirea oportunitatilor in invatamantul tertiar pentru populatia
Romaniei.

Activitatile derulate Tn liceul nostru in cadrul proiectului ROSE la
matematica au avut ca obiective cresterea procentului de promovabilitate la
examenul national de bacalaureat si obtinerea de catre candidati a unor medii
mai mari decit in anii scolari anteriori derularii proiectului. In acest sens s-au
derulat activitiati de consolidare si insusire a tehnicilor de invatare la
matematica pentru examenul de bacalaureat - activititi remediale, de
aprofundare a notiunilor prezentate in orele de curs si crestere a nivelului de
performantd scolard, in cadrul carora elevii, sub indrumarea mea, si-au
consolidat achizitiile dobandite la orele de curs si au deprins tehnici eficiente de
rezolvare a subiectelor specifice examenului de bacalaureat la matematica. Prin
acest proiect am oferit elevilor nostri o oportunitate de dezvoltare a
competentelor necesare promovarii examenului de bacalaureat, precum si
pentru dezvoltarea lor personald si profesionald, in vederea accederii la
invatamantul tertiar si de aceea i-am ncurajat constant sa se implice efectiv in
activitdtile derulate.

Inaintea inceperii activitatilor directe cu elevii am realizat o analiza de
nevoi care a scos in evidenta notiunile asupra carora trebuie insistat mai mult si
a condus spre un anumit tip de exercitii propuse, corelate cu particularitatile
elevilor si cu specificul probei de matematica din cadrul examenului national de
bacalaureat. Auxiliarul curricular ajutd elevii la sistematizarea notiunilor
teoretice si la aplicarea acestora in contextul concret al probei de examen.
Exercitiile propuse au grad de dificultate progresiv, urmarind indeplinirea
cerintelor derivate din competentele specifice de evaluat la examenul national
de bacalaureat, conform programei de examen 1n vigoare.
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Prezenta lucrare reprezinta rezultatul activitatii directe derulate pe
durata celor 4 ani de proiect, precum si rezultatul experientei personale
dobandite atat ca profesor la clasele de liceu, specializarea stiinge ale naturii cat
si in calitate de profesor evaluator la examenul national de bacalaureat, in
perioada 1990 - 2021. in elaborarea lucrarii mi-au fost de un real folos
competentele dobadite in cadrul cursurilor de formare vizdnd dezvoltarea
competentelor de evaluare (De.Ce.E.), precum si 1n cadrul Programului de
formare continua in vederea constituirii Corpului de profesori evaluatori pentru
examenele si concursurile nationale (CPEECN). Observatiile formulate de elevi
pe durata desfasurarii orelor, precum si discugiile cu colegii de catedra si
activitatile organizate in cadrul cercului pedagogic, au contribuit semnificativ la
elaborarea unui auxiliar de calitate, care va ajuta generatiile urmatoare sa obtina
rezultatele asteptate la proba de matematica din cadrul examenului national de
bacalaureat.

Competente specifice de evaluat la examenul national de

bacalaureat
Clasa a X-a real, stiinte ale naturii

1.  Identificarea caracteristicilor tipurilor de numere utilizate in algebra si
a formei de scriere a unui numar real in contexte specifice;

2.  Determinarea echivalentei intre forme diferite de scriere a unui numar,
compararea §i ordonarea numerelor reale;

3. Aplicarea unor algoritmi specifici calculului cu numere reale sau
complexe pentru optimizarea unor calcule si in rezolvarea de ecuatii;

4.  Alegerea formei de reprezentare a unui numar real sau complex in
functie de contexte in vederea optimizarii calculelor;

5. Alegerea strategiilor de rezolvare 1n vederea optimizarii calculelor;

6.  Determinarea unor analogii intre proprietatile operatiilor cu numere
reale sau complexe scrise in forme variate si utilizarea acestora in
rezolvarea unor ecuatii;

7.  Trasarea prin puncte a graficelor unor functii;
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8.

9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Prelucrarea informatiilor ilustrate prin graficul unei functii in scopul
deducerii unor proprietati algebrice ale acesteia (monotonie, semn,
bijectivitate, inversabilitate, convexitate);

Utilizarea de proprietati ale functillor in trasarea graficelor si
rezolvarea de ecuatii;

Exprimarea in limbaj matematic a unor situatii concrete si
reprezentarea prin grafice a unor functii care descriu situatii practice;

Interpretarea, pe baza lecturii grafice, a proprietatilor algebrice ale
functiilor;

Utilizarea echivalentei dintre bijectivitate si inversabilitate in trasarea
unor grafice si in rezolvarea unor ecuaftii algebrice si trigonometrice;

Diferentierea problemelor in functie de numarul de solutii admise;

Identificarea tipului de formuld de numarare adecvata unei situatii-
problema date;

Utilizarea unor formule combinatoriale in rationamente de tip
inductiv;

Exprimarea, in moduri diferite, a caracteristicilor unor probleme in
scopul simplificarii modului de numarare;

Interpretarea unor situatii-problema avand continut practic cu ajutorul
functiilor si a elementelor de combinatorica;

Alegerea strategiilor de rezolvare a unor situatii practice in scopul
optimizarii rezultatelor;

Recunoasterea unor date de tip probabilistic sau statistic in situatii
concrete,

Interpretarea primara a datelor statistice sau probabilistice cu ajutorul
calculului financiar, al graficelor si al diagramelor;

Utilizarea unor algoritmi specifici calculului financiar, statisticii sau
probabilitatilor pentru analiza de caz;

Transpunerea in limbaj matematic prin mijloace statistice sau
probabilistice a unor probleme practice;
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Analizarea §i interpretarea unor situatii practice cu ajutorul
conceptelor statistice sau probabilistice;

Corelarea datelor statistice sau probabilistice in scopul predictiei
comportarii unui sistem prin analogie cu modul de comportare in situatii
studiate;

Descrierea unor configuratii geometrice analitic sau utilizand vectori;

Descrierea analitica, sinteticd sau vectoriala a relatiilor de paralelism
si de perpendicularitate;

Utilizarea informatiilor oferite de o configuratie geometricd pentru
deducerea unor proprietati ale acesteia si calcularea unor distante si a
unor arii;

Exprimarea analiticd, sinteticd sau vectoriald a caracteristicilor
matematice ale unei configuratii geometrice;

Interpretarea perpendicularitatii in relatie cu paralelismul si minimul
distantei;

Modelarea unor configuratii geometrice analitic, sintetic sau vectorial.

Competente specifice de evaluat la examenul national de

P W

o

bacalaureat
Clasa a XlI-a real, stiinte ale naturii

Identificarea unei structuri algebrice prin verificarea proprietétilor
acesteia;

Determinarea si verificarea proprietatilor unei structuri;

Verificarea faptului ca o functie datd este morfism sau izomorfism;

Explicarea modului Tn care sunt utilizate, Tn calcule specifice,
proprietatile operatiilor unei structuri algebrice;

Utilizarea structurilor algebrice in rezolvarea de probleme practice;

Exprimarea unor probleme practice, folosind structuri algebrice;
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7.  Identificarea legaturilor dintre o functie continud si derivata sau
primitiva acesteia;

8.  Stabilirea unor proprietati ale calculului integral, prin analogie cu
proprietati ale calculului diferential;

9.  Utilizarea algoritmilor pentru calcularea unor integrale definite;

10. Explicarea optiunilor de calcul al integralelor definite, in scopul
optimizarii solutiilor;

11. Folosirea proprietatilor unei functii continue pentru calcularea
integralei acesteia pe un interval [a, b ;

12. Aplicarea calculului diferential sau integral in probleme practice.

Continuturi

1.Notiuni teoretice

2.Exercitii propuse clasa a X-a

<> Calcule cu puteri si radicali

X Logaritmi

X Proprietati ale functiilor

X Ecuatii irationale

X Ecuatii exponentiale si logaritmice

X Functii trigonometrice directe si inverse
X Numere complexe

X Elemente de combinatorica

<> Elemente de teoria probabilitatilor

<> Exercitii recapitulative

3.Exercitii propuse clasa a XII-a

RS

X Multimi de numere
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< Functii

< Siruri. Progresii aritmetice si geometrice

X Metode de numarare

X Vectori

X Numere complexe

<> Matrice

X Determinanti

X Sisteme de ecuatii liniare

X Functii continue

X Limite de functii

X Functii derivabile

X Rolul derivatei in studiul functiilor

X Structuri algebrice. Morfisme. Polinoame

X Primitive

<> Integrala definita

X Modele de subiecte de bacalaureat

X Subiecte propuse la examenele de bacalaureat
4.Bibliografie
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Notiuni teoretice
Formule de calcul

(a+b)* =a* +2ab+ b’
(a-b)* =a* -2ab+b’
a’-b* =(a-b)a+b)
a’-b’ = (a-b)a’ +ab+b*)
a’+b’ = (a+b)(a’ —ab+b*)
(ath)’=a’ +3a’b+3ab® +b’
(a-b)’=a’ -3a’b +3ab* - b’
a"-b"=(a-b)a"" +a"*b+--+b"")
Functia de gradul I
Definitie:fR - R f{x)=axtb,a# 0, a,be R, se numeste functia de gradul I

Proprietiti:Daca a>0 f este strict crescatoare
Dacd a<0 feste strict descrescétoare

Ala,p)eG; & fl@)=p

Functia de gradul IT
Definitie:FR —>R,f(x)=ax*+bx +c,a # 0,a,b,c € R se numeste functia de gradul I1
Maximul sau minimul functiei de gradul II

" : -A ) -b
Dacé a<0 atunci f =—realizat pentru x =—
™ 4q 2a

Dacia>0atuncif = i,realizat pentru x Ba ;Varful parabolei V( -t ,i)
" 4q 2a 2a 4a
2 == i A 9
Ecuatia de gradul Il:ax* +hx + ¢ = 03x,,= D e
I, -b c
Relatiile lui Viete:x  +x, = —,x, - x, = —
a a
Daci A >0 = ecuatia are radacini reale si diferite.
Dacd A =0 =>ecuatia are radacini reale §i egale.
Daci A <0 =ecuaia nu are radacini reale.
Daca A>0=>ccuatia are radacini reale.
Intervale de monotonie :a<(
X -b
00 -4 0
2a
f(x) / ~A \
4a
a>(
X -b
-0 — 0
2a
f(x) =
4a

ROSE 2018 -2022 83



Ghid metodologic PROF. BALAN MARIA

Semnul functiei de gradul I
A>0

X -00 X] X2 0¢]

f(x) semnul lui a 0 semn contrar luia 0 semnul lui a
A=0

X -00 Xl:)(j2 0

f(x) semnul lui a 0 semnul lui a
A<0

X
f(x) semnul lui a

Imaginea functiei de gr.II

s T o5, — ]
4a

a>0, Imf=[ i,w)
4a

Functii
Definitii:Fie A —B
L 1)Functia f se numeste injectivd,dacid Vx,x, € A cufix,)=f(x,)=>x =x,
2)Functia f este injectivd dacd Vix,,x, € A cux,#x, = f(x,) # f(x,)
3)Functia f este injectivd, dacd orice paraleld la axa 0x,dusd printr-un punct al lui B,
intersecteaza graficul functiei in cel mult un punct.
4)Functia f nu este injectiva dacd 3x, # x,ai.f(x) = f(x,)

IL1)Functia f este surjectivi, dacd V' v €B, exista cel pufin un punct x €A, a.i. f(x)=y.
2) Functia f este surjectivd, dacd f(A) =B.

3) Functia f este surjectivd, daca orice paraleld la axa 0x, dusa printr-un punct al lui B,
Intersecteaza graficul funciiel in cel pufin un punct.

II.1) Functia feste bijectivé dacd este injectiva si surjectiva.

2) Functia f este bijectiva daca pentru orice v € B exista un singur x €A a.i. f(x) =y (ecuafia
f(x)=y,are o singurd solufie,pentru orice y din B)

3) Functia f este bijectiva daca orice paraleld la axa 0x, dusd printr-un punct al lui B,
intersecteaza graficul functiel intr-un singur punct .

IV.Compunerea a doud functji

Fie f:A—>B,g:B—C

gof:A->C,(go f)x)=8(f(x))

V. 1,:A>Aprinl,(x)=x, VxeA.(aplicafia identicd a lui A)
Definitie:Functia f: A—B este inversabila , dacd existd o functie g:B—>A astfel incat
gof=1,si fog=1,, funclia geste inversa functiei f si se noteazdcu f i
Teorema: f este bijectivd <=> f este inversabild,
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Functii pare,functii impare,functii periodice.

Definitii:

f:R—R se numeste functie pard daca f(-x) = f(x), ¥ xe R

f:R—R se numeste functie impard dacd f(-x) = -f(x), V xe R

f:A—=>R(Ac R) se numeste periodica de perioada T # 0,dacaVx € A avem x+T€ A §i
f(x+T)=f(x).Cea mai micd perioada strict pozitiva se numeste perioada principala.
Numirul functiilor £:A—B este [n(B)] " ,n(A) reprezentad numérul de elemente al
mulfimii A.

Numarul funcfiilor bijective f:A—A este egal cu n',n fiind numarul de elemente al mulfimii A.
Numérul funcgiilor injective f:A—B este A unde n reprezintd numérul de elemente al
mulfimii B, iar k al muliimii A(k< n)

Functia exponentiald

Definitie f: R— (0,0), fix)=a" ,a>0,a # | se numeste functie exponentiala.
Proprietdt:

1)Dacda>] = f strict crescdtoare

2)Dacda €(0,1) =f strict descrescatoare

3)Functia exponenfiald este bijectiva

Functia logaritmica

Definitie: £:(0,0) =R, fix)=log, x,a>0,a # 1 se numeste functie logaritmica.
Proprietati:

1)Dacda>1 = f strict crescatoare

2)Dacda € (0,]) = f strict descrescatoare

3)Funcfia logaritmica este bijectiva

4log,xy=log, x+log,y  S)log,x" =mlog, x, me R

log, x

6log, = =log, x-bg,y  Ta"*'=x
y
. . log, A 1
Schimbarea bazei:log , A = By Jog b=
log, a bog, a

Progresii aritmetice
Definitie: Se numeste progresie aritmetica un $ir de numere reale a, in care diferenta
oricdror doi termeni consecutivi este un numar constant r, numit rafia progresiel
aritmetice:a ,,,—a, =r,Vn =1
Se spune cd numerele a,,4a,+,a, sunt in progresie aritmeticd dacd ele sunt termenii
consecutivi ai unei progresii aritmetice.
Teoremd:sirul (a,),,; este progresie aritmeticd < a, = a’"'TJra”“,Vn 22

Termenul general al unei progresii aritmetice:a,, = a, +(n—1)r
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o a+tc
Prop.:Numerele a,b,c sunt in progresie aritmeticd<> b = T

S s o (a,+a )n
Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice:S, = ———"—

Trei numere X, X , X, se scriu in progresie aritmetica de forma :
X U—G%y S X SUFT UEER,

Patru numere x,,X ,X,, X, sescriu in progresie aritmetica astfel:
X =u=3g X, =Uu-1, X; =utr,x, =u+3r, urer.

Progresii geometrice

Definitie : Se numeste progresie geometrica un sir de numere reale b,,b, #0 in care

n?

raportul oricdror doi termeni consecutivi este un numar constant g, numit raia progresiei

n+l

geometrice: ——=¢,q#0

n
Se spune cd numerele b,,b, -+, sunt in progresie geometrica dacd ele sunt termenii
consecutivi ai unei progresii geometrice.

Teoremésirul (b, ), este progresie geometricd <>b,” =b, , -b,.,,Vn>2

n-1
Termenul general al unei progresii geometrice:b, =b, -¢"
Prop.:Numerele a,b,c sunt in progresie geometricd < b* =a-c

s b e ol o ' b(q"-1
Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice: S, = ‘(q—l) q#1 sau
q-
S,=n-bdacd q=1
Trei numere x,,X,,X; s¢ scriu in progresie geometricd de forma :

u
==X, =X, =u-q,q %0

q
Patru numere XX, X3, X4 S scriu in progresie geometrica de forma:

u u 3
X=X, == % =u-g,x, =u-q,q#0

q
Formule utile:
1+2+3+--~+n:@
114-23 +u.+nl :W
6

P42 4ot :[@]2

Modulul numerelor reale Proprietati:

‘#z{nxzo

-x,x<0
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5 _ M
vl
6. ‘x|£ac>—a£x£a,a>0 7.MZa<:>xe(—oo,—a]u[a,eo),a>0 8. ‘x+y‘£|,d+|y|

1. MZO,VXGRZ. |xi=|y|<:>x:iy 3. |x1=|—,ﬁ 4. |x-y|=|,d-’y‘ s

Partea intreaga
Lx=[X+{x}, VxeR , [x]€ Z si {x}[0,])
2 XS x< [x]+], [x] =a > a< x< a+l
3. [x+kl=[x]+k,Vxe R,k e Z
4, {x+k)={x},VxeRkeZ
Numere complexe
1. Numere complexe sub forma algebrica

z=atbi,a,be R, it=- l,a=Rez,b=Imz
C- mulfimea numerelor complexe;C={a+bi/a,b€ R }

Conjugatul unui numir complex: z = a —bi
Proprietati:

Lz +2,=2+7,

2205=32

3.2 =(2)

g
%) %

5zeRoz=2

6zeRie =1

Modulul unui numér complex: |z =vVa* +b’

Proprietati:

L|420,vzeC 2.]z\=‘2’ N AR

42| =ld"s. [ :M6.|zI +2,| <[0|+]zy]
% |wl

Numere complexe sub forma trigonometrica
Forma trigonometricd a numerelor complexe:

: b g
z=1(cost +isint) r=va’ +b*,tgt = —;r-raza polard;t-argument redus,t € [0,27)
a

M(a,b)-reprezintd imaginea geometricd a numdrului complex z = a+bi
Operafii:
z,=r(cost, +isint,),z, =r,(cost, +isint,)
7,2, =hnlcos(t, +1,) +isin(t, +1,)],z" =r"(cosnt +isin nt)
g

L .
=L =Llcos(t, ~t,) +isin(t, —t,)]
L h
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Yz=2 APt R P ey
n n

Combinatorica
nl=1-2---nneN(@O=1) , P,=nlneN"

| !
b= 0<k<mkneNn>l Cl=—" 0<k<mkneN

Al=
(n—k)! K(n—k)!

Proprietdi:1. Ct=C!™* 0<k<mkneN 2. Ct=C!, +C}1<k<nkneN

Binomul lui Newton:(a+b)"= Cya" + Cha"'b+-+++ Cl'b"

Termenul general:T, = Cra"*b* k= 0,1,-,n

Proprietati:

CY+C) +++-+C! = 2" (numdrul tuturor submulfimilor unei multimi cu n elemente este
20,

Cl+C+Cl 4+ =CP+C +CH 4. =2

Geometrie vectoriald
Definitie:
Se numesc vectori egali, vectorii care au aceeasi directie,acelasi sens si acelagi modul.
Doi vectori se numesc opusi dacé au aceeasi directie, acelasi modul si sensuri contrare:

AB=-BA

Definitie:

Doi vectori se numesc coliniari dacd cel pufin unul este nul sau dacd amandoi sunt nenuli $i
au aceeasi direcfie. In caz contrar se numesc necoliniari.

Teorema: Fie agib doi vectori necoliniari. Oricare ar fi vectorul v , exista e, f € R(unice)
astfel incat v=a-a+f-b

‘E‘ =y = x,)* (35— y,)? -modulul vectorului AB

E(xg — X4, Yy — ¥4) —coordonatele vectorului AB

i . X, +Xx +
Mijlocul segmentului AB:x ,, = =2 ; 2 P = Ya . Yo
o X, +X,+X +y,+
Centrul de greutate al triunghiului ABC:x ;= =2 38 €y = Ya );B Ve

Adunarea vectorilor se poate face dupd regula paralelogramului sau triunghiului
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<v

—
u+v

Teoremi:Vectorii 1 s v sunt coliniari ¢ 3 AeRaiv=4Au.
Punctele A, B, C sunt coliniare < 3 A€R ai. AB = 1 AC

AB| CD &3 AeRai AB = 4 AC

Produsul scalar a doi vectori .

= H "{cos(zqz;’

u= tll+\11 V= x,1+v1:>u V=XX, + )Y,

= =
=V5 )

Daca u,v # O,atunci u lveuv= 0

Ecuatiile dreptei in plan
Ecuafia carteziand generald a dreptei:ax+by+c=0 (d)

Punctul M(x , ,y ,, )Jed ©a-x, +by, +c=0

Ecuatia dreptei determinatd de doua puncte distincte:A(x,,y,),B(x;, ;)
x y 1
AB:|x 1=0

X5 Vg |

4 Ma

Ecuatia dreptei determinata de un punct A(x ,,y,)si pantam:y-y ,=m(x—x,)
Dreptele d,d, sunt paralele < m, =m,,
Dreptele d,d, sunt perpendiculare < m, -m, =-1

Distanta dintre punctele A(K ,,,),B(X ¥ ) :AB=y (x5 =, )" + (v = ¥,)’

Distanfa de la punctul A(x ,, y,) la dreapta h:ax+by+c=0:

AR ‘CL\A +by, +C‘
a+b’

Punctele A,B,C sunt coliniare <> [x, y, 1/=0

X Yo |
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Permutiri
Definitie:Se numeste permutare de gradul n a mulfimii A = {1,2,---,n} orice functie
bijectivdi o: A— A

[1 2 eom j
o=
o) a2) - a(n)

L 2 n
e =
{1 2 n] se numeste permutarea identica de gradul n.

§ reprezinta multimea permutérilor de gradul n.
Produsul(compunerea) a doud permutiri:Fie o,7€ S,
oor:A—> A(oot)k)=0(r(k))

Proprietati:

1)(o7)d =0(19),Y0,1,0 €S,

2)oe=ec=0,Yo€ES,

3)Voes

Puterile unei permutiri: Fieo € S, - definimc” =" 'o,ne N'(c” =¢)

367 €S,ai00™" =070 = e, se numeste inversa permutarii &

n?

Prop.: FieceS, > o"c" =c"",(¢")" =" ,Vmne N

Inversiunile unei permutri:

Definitie: Fiec € S, siije {12, n},i(j .Perechea (i,j) se numeste inversiune a
permutarii o daca o(i))o(j) Numarul inversiunilor permutérii o se noteaza cu m( o).
Definitii:Se numeste semnul permutirii o ,numérul &(c) = (-1)"

Permutarea o se numeste permutare para daci &(o) =1

Permutarea ¢ se numeste permutare impara daca (o) =-1

Propozitie: ¢(o7)=¢(0)e(r),Vo,r€S,

2 e d j oo

Permutarea 6; = ] se numeste transpozitie.

2 e joi om
Proprietiti:
1)8,=0, 23, =e 3)5, =6, 4e&0s,)=-1

Matrice
Ay ey,
Wyl , o s
A= -matrice cu m linii $i n coloane; A =(a;),_—
.................... j=ln
am]aml""’amn

AeM, (C)undeM ,  (C)-reprezintd mulfimea matricelor cu m linii §i n coloane cu
elemente din C.
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'Ae M, (C)-reprezinti transpusa lui A si se obtine din A prin schimbarea liniilor in

coloane(sau a coloanelor in linii).
Dacd m = n atunci matricea se numeste patratica de ordinul n i are forma

@ Gysll,
(/27— 2

A= -AeM (C)
@ gvisitly,

Tr(A)= a,, +a,, +---+a,, -Teprezintd urma matricei A
Sistemul ordonat de elemente (a,,,a,,, --,a,,) se numeste diagonala principald a matricei

nn

Ajar sistemul ordonat de elemente (a,,,--,a,,)se numeste diagonala secundara a

matricei A.
100-----0 000-----0
010-++--0 000-----0 ' 5
I = -matricea unitate de ordinuln; 0,, , = -matricea nuld
000--+--1 000-----0
Proprietd ale operafiilor cu matrice.:

1)A+B=B+A ,VA,BeM,, ,(C)(comutativitate)

2)(A+B)}+C = A+(B+(C) ,VA,B,C e M, ,(C) (asociativitate)
)A+0,,,,,- 0,,+A=A, VAeM, , (C)
)VA
)

o

HvAeM, (C),3(-A)eM, (C) ai A+(-A) = (-A+A=0,,,VAe M, (C)

5)(AB)C = A(BC) AeM,,(C).BeM,,(C),CeM,,(C)asocitivitate)
6)2)A(B+C) =AB+AC, A€M, (C),B,C e M, ,(C)(distributivitatea inmulfirii fatd de

adunare)
b)(B+C)A=BA+CA, B,CeM,,,(C),AeM, (C)

7AL =1,A=AVAeM,(C)

8)a (bA) (ab)A,Va,beC,AeM, (C)

9)(a+b)A=aA+bA, Va,beC,AeM, ,(C)

10)a(A+B)=aA+aB, Yae C,A,Be M, (C)

11)aA=0,, < a=0sauA=0,,

12)'(A)=A,'(A+B)='A+'B ,'(aA) =d'A, (AB)='B'A

Puterile unei matrice:Fie Ae M, (C)

Definim A’ =1,,A' =A,A’=A-A A=A A;- A"=A"" - AneN’

3 b
Relatia Hamilton-Cayley: A” — (a +d)A+(ad —bc)l, =0, unde A= [j dj

Determinanti.
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i ad - bc (determinantul de ordinul doi)
c

Determinantul de ordinul trei(regula lui Sarrus)

a b ¢

d e f|=aei+dhc+ gbf —ceg - fha—ibd

g h i

a b c

d e f
Proprietiti:
1. Determinantul unei matrice este egal cu determinantul matricel transpuse;
2. Daca toate elementele unet linii (sau coloane) dintr-o matrice sunt nule, atunci
determinantul matricei este nul;
3. Daca intr-o matrice schimbam doud linii(sau coloane) intre ele obfinem o matrice care are
determinantul egal cu opusul determinantului matricel inifiale.
4. Dacd o matrice are doud linii (sau coloane) identice atunci determinantul sau este nul;
5. Daca toate elementele une linii(sau coloane) ale unei matrice sunt inmulfite cu un element
a, obfinem o matrice al cdrei determinant este egal cu a inmulfit cu determinantul
matricei inifiale.
6. Dacd elementele a doud linii(sau coloane) ale unei matrice sunt proporfionale atunci
determinantul matricei este nul;
7. Dacd o linie (sau coloand) a unei matrice patratice este o combinafie liniard de celelate
linii(sau coloane) atunci determinantul matricei este nul.
8. Daca la o linie (sau coloand) a matricei A adundm elementele altei linii (sau coloane)
inmulfite cu acelasi element se obfine o matrice al carei determinant este egal cu
determinantul matricei inifiale;

a b s a b ¢l la b c
Nd+m e+n f+pl=|d e fl+jm n p
g h i g h il |g h i

10)det(A- B)=detA-detB,¥ ABeM (C)

Definifie:Fie A =(a;) € M, (C) .Se numeste minor asociat elementului a;,1 <i,j<n
determinantul matricei obinute din A prin eliminarea liniei i §i a coloanei j.Se noteaza
acest minor cu M ;..

Numérl 4; = ("M ; se numeste complementul algebric al elementului a;.

Matrice inversabile
Inversa unei matrice :Ae M, (C) se numeste inversabild dacd existd o matrice notatd
A'eM, (C)aiA-A"=A"A=1,
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TeoremdAe M, (C)inversabild < det A # 0

| S . . . .
A= mA ,A"adjuncta matricei A. A" se obfine din "A nlocuind fiecare element cu
e

complementul sdu algebric.
Daci A,Be M, (C) sunt inversabile,atunci au loc relafiile: a)(A™) "= A b)(AB) '=B'A™

Rangul unei matrice

FeAeM,, (C), reN]I<r<min(mn)

Definifie: Se numeste minor de ordinul r al matricei A,determinantul format cu elementele
matricel A situate la intersectia celor r linii §i r coloane.

Definitie: Fie A#O,,, o matrice . Numarul natural r este rangul matricei A ¢ exista un

minor de ordinul r al lui A,nenul, iar tofi minorii de ordin mai mare decat r (dacd existd)sunt
nuli.
Teorema Matricea A are rangul r <> existd un minor de ordin r al lui A, nenul , iar tofi
minorii de ordin r+1(dacd existd)obtinuf prin bordarea(adaugarea unei linii §i a unel
coloane)minorului de ordin r cu elementele corespunzatoare ale uneia dintre liniile i uneia
dintre coloanele rdmase sunt zero.
Sisteme de ecuatii liniare

Forma generald a unui sistem de m ecuafii cu n necunoscute:

a, X, +a,x, +-+a,x, =b,

Ay X, + X, ++++0y,X, =b,

Ay +0a,,%, ++a,,x, =b

mn”*n m

a;;-coeficienfii necunoscutelor, X, X, X, - necunoscute, b, b, -+, b,, -termenii liberi

a0y dly, a,a,.....a,,b,
0/ P - |a,a,...a
21722 2i . B . 21722 2n72 . cw
A= " |-matricea sistemului, A = "* |-matricea extinsd
- A0 h
b, X
b, . . . .
B= matricea coloand a termenilor liberi,X= .matricea necunoscutelor.
bm xll
AX=B -forma matriceald a sistemului
Definifie:

- Un sistem se numeste incompatibil daca nu are solufie;
- Un sistem se numeste compatibil daca are cel pufin o solufie;
- Un sistem se numeste compatibil determinat dacd are o singurd solufie;
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- Un sistem se numeste compatibil nedeterminat daca are mai mult de o solufie.
Rezolvarea sistemelor prin metoda lui Cramer:

Un sistem de ecuatii liniare este de tip Cramer daca numarul de ecuatii este egal cu
numarul de necunoscute si determinantul matricei sistemului este nenul.

Teorema lui Cramer: Daca det A notat A # 0 , atunci sistemul AX=B are o solufje unica

L= X‘ Junde A, se obine inlocuind coloana i cu coloana termenilor liberi.

Teorema lui Kronecker- Capelli: Un sistem de ecuafii liniare este compatibil < rangul
matricel sistemului este egal cu rangul matricel extinse.

Teorema lui Rouche: Un sistem de ecuafii liniare este compatibil < toff minorii

caracteristici sunt nuli.
Elemente de geometrie §i trigonometrie
Formule trigonometrice.Proprieta],
sin®x+cos’x=1,VxeR
-1<sinx<1,VxeR -1<cosx<L,VxeR
sin(x+2k 7) =sin x,Vxe R,Vk e Z cos(x+2k ) =cosx,VxeR,Vk e Z
sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa cos(a+b)=cosacosb-sinasinb
sin(a-b)=sinacosb-sinbcosb cos(a-b)=cosacosb+sinasinb
Sin2x=28inXcosx, cos2x=cos > x—sin” x
sin(z—x)=cosx cos(£—x)=sin x
2 2
5.5 . a+b a-b a+b a-b
sina+sinb=2sin —— cos —— cosa+cosb=2c0s —— cos——
2 2 2 2
i . a-b +b .a-b . a+b
sina-sinb=2sin a—cosa— cosa-cosb= -251na—sm Lt
2 2 2 2
sin x CoSX .
tgx=——,cosx# 0 ctgx=——,sinx#0
oS X sin x
ta(x+k ) =tgx cta(x+k ) = ctgx
T T
tg(=—x) =ctgx cg(=-x)=1gx
2 2
tga+1tgh tga—tgh
tg(a+b)= u. tg(ﬂ'b): u.
1-tgatgh 1 +1gatgh
2
tg2x= g{
1+1g°x
g 1-1g2 %
sinx = 2 COSX = 3
1+1g>= 1+1g* =
) 2
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Valori principale ale funciiilor trigonometrice
x (0 2z 2 2 2| g [ |2
6 4 3 2 2
Sinx 0 1 J2 B 1 0 -1 0
2 2 2
COSX 1 B 2 1 0 1 0 1
2 2 2
tgx 0 B 1 B 0 - 0
3
ctgx B 1 B 0 0
3
Semnele functiilor trig.
SiN+ - 12,0l 4yt
0S4yt
sin(-x)= -sinx (impard) cos(-x)=cosx(pard)
tg(-x)= -tgx ctg(-x)= -ctgx
Functii trigonometrice inverse
arcsin:[-1,1]—=[- % 5 %] arcsin(-x)= -arcsinx
. T . )
arcsin(sinx)=x, Vx €[~ 7 5] sin(arcsinx)=x,x € [-1,1]
arccos:[-1,1]=[0,7] arccos(-x)= 7 —arccos x
arccos(cosx)=x, Vx €[0,7] cos(arccosx)=x, Vx e [-1,1]
arcsinX+arccosx= % ,Vxel[-1]]
arctgR— (- % ; %) arctg(-x)= -arctgx
T
arctg(tgx)=x, Vx € (—E,E) te(arctgx)=x, Vx e R
arcctgR— (0,7) arcetg(-x)= 7 —arcctgx
arcctg(ctgx)=x, Vx € (0,7) ctg(arcctgx)=x, Vx € R
arc[gx+arcctgx=%,Vx eR
Ecuatji trigonometrice

sinx = a,a€[-11]= x e {(-1)" arcsin a + k7, k € Z}
cosx = bbe[-LI] = x e {xarccos b+ 2k, k € Z}
tgx =c,ce R= x e {arctgc + k. k € Z}

ctgx =dde R = x e {arcctgd +kn,k € Z}
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sinax = sinbx= ax = (<1)*bx+kz,k € Z
cosax = cosbx = ax =tbx+2kn,k e Z
tgax = tgbx=> ax=bx+kmkeZ

ctgax = ctgbx > ax=bx+kn,keZ

" ; b . .
Teorema sinusurilor: ,L =—= L =JR,unde R este raza cercului circumscris
smnA snB sinC
triunghiului.
Teorema cosinusului:a’= b +¢* — 2bc cos A
Aria unui triunghi:
b-h AB-ACsi( AB,AC a+b+c
Ay=— Af# A,=\{p(p-a)p-b)Yp-c),p=
2 2 2
x, v, |
Al L ¢ -C, 23

AMBC= ?’A = xB .“B 1 AAdrepmnghi= % AAfchilmml = T

% Yo 1
Raza cercului circumscris unui triunghi:R= % unde S este aria triunghiului

a+b+c

Raza cercului Tnscris ntr-un triunghi: r=— ,unde S este aria triunghiului iar p=
p

Grupuri
Definitie:Fie *: M xM — M lege de compozitie pe M.O submultime nevida H a lui M ,se
numeste parte stabild a lui M n raport culegea “*" dacdVx,ye H=>x*yeH .
Proprietdiile legilor de compozifie
Fie *: M xM — M lege de compozitie pe M.
Legea “* “senumeste asociativadacd (x* y)*z=x*(y*2),Vx,y,ze M
Legea “* “se numeste comutatividacd x* y = y*x,Vx,ye M
Legea “* “admite element neutru dacdexistace M aix*e=e*x=x,Vxe M
Definitie: Cuplul (M, *) formeaza un monoid dacd are proprietdfle:
Dx*y)*z=x*(y*z),Vx,y,ze M
Dexistice M aix*xe=e*x=x,YxeM
Daca in plus x* y = y*x,Vx, y € M atunci monoidul se numeste comutativ.
Notagie:UM)={xe M / x este simetrizabil}
Definitie:Cuplul (G, *) formeaza un grup dacd are proprietagle:
D(x*y)*z=x*(y*2),Vx,y,2€G
Dexistaice M ajx*xe=e*x=x,YxeG
HVxeG,Ix €G al x*x =x *x=e
Dacd in plus x* y = y*x,Vx, y € G atunci grupul se numeste abelian sau comutativ.
Definitie:Un grup G se numeste finit dacd mulfimea G este finitd si grup infinit ,in caz contrar.
Se numeste ordinul grupului G ,cardinalul mulfimii G(numdrul de elemente din G).
Ordinul unui element
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Defintie:Fie (G, ®) un grup §i x € G .Cel mai mic numdr natural nenul n cu proprietatea x "= e
se numeste ordinul elementului x in grupul G.(ordx = n)

Subgrup

Definitie:Fie (G, *) un grup.O submulfime nevidd Ha lui G se numeste subgrup al grupului
(G, *) daca indeplineste condifiile:

1)Vx,yeH=x*yeH.

NVxeH=>x eH

Grupul claselor de resturi modulon,Z, = {1,2,:--,n-1}
(Z,,+)—grup abelian

(Z,;) -monoid comutativ ,in careU(Z,)={k € Z, /cmmd.c.(k,n) =1}

Morfisme $i izomorfisme de grupuri
Definitie:Fie (G, *)si (G o) doud grupuri.O funcfie :G— G se numeste morfism de grupuri
daca are loc conditia f(x* y) = f(x)o f(y),Vx,y€G
Dacd in plus f este bijectiva atunci f se numeste izomorfism de grupuri.
Prop. Fie (G, *)si (G ,0) doud grupuri.Dacd :G— G este morfism de grupuri atunci:
1)f(e)=e unde e,e sunt elementele neutre din cele doud grupuri.
Vi) =[f(x)] VxeG
Inele si corpuri

Definitie:Un triplet (A, *,°), unde A este o multime nevida iar ,,*” si,,°” sunt doua legi
de compozitie pe A,este inel daca:

1) (A, * )este grup abelian

2) (A, °)este monoid

3)Legea ,,° este distributiva fata de legea ,,* ™
xo(y*z)=(xoy)* (x°z),(y*z)o x =(yo x) *(zox)Vx, y,z € A
Inelul (A,*,.), este fara divizori ai lui 0,dacd Vx.y#e, = xoy+#e,(e, clement
neutru de la legea ,,*”)
Un inel (A, *,0), se numeste comutativ daca satisface si axioma: xo y = yox,Vx,y € A
Un inel (A, *,2), comutativ,cu cel putin 2 elemente si fara divizori ai lui 0, se
numeste,domeniu de integritate .
Definitie :Un inel (K, *,0)cu e, # e .se numeste corp daci Vxe K, x#e,,3x €K a.i.
xox =x ox=e(e,,e, fiind elementele neutre )
Un corp (K, *,0), se numeste comutativ daca satisface §i axioma: xo y = yox,Vx,y e K
Obs.:Corpurile nu au divizori ai lui zero.
Morfisme si izomorfisme de inele si corpuri.

Definitie :Fie (A, %), (A ®,®)doui inele.O functie fA— A’ se numeste morfism de

inele daca :
Df{x*y)=f(0)® f(y),Vx,ye A
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Di(xoy)=f(x)® f(y),Vx,ye A
3)fie, )=e, (e, , ¢, fiind elementele neutre corespunzatoare legilor o,® )
Daci in plus f este bijectiva atunci f se numeste izomorfism de inele.
Definitie:Fiind date corpurile K, K" ,orice morfism(izomorfism) de inele de la K la
K',se numeste morfism(izomorfism)de corpuri.

Inele de polinoame

Forma algebricd a unui polinom:f =a,x" +a, ,x"" +++-+a,x+d,,a, #0,a, € Aun inel
comutativ.

Definitie:a€ A se numeste raddcind a polinomului  daca f(a)=0.

Teorema Tmpdrfirii cu rest:Fie K un corp comutativ,iar f si g,cu g# 0, polinoame din
K[X].Atunci existd polinoamele q si r din K[X] ,unic determinate,astfel incat f=gq+r cu
gradr<gradg.

Dacar = (,adica f = gq ,atunci spunem ca polinomul g divide polinomul f.

Teorema restului: Fie K un corp comutativ,f un polinom din K[X] si a un element din K
=restul imparirii lui f la X-a este f(a).

Consecinfa este radacind a lui f < X-a divide f.

Definitie:Elementul a€ K este radacind de ordinul pe N pentru polinomul fe K[X] dacd
(X-a)” divide pe f iar (X-a)"*'nu divide pe f.

Teoremd: Elementul a€ K este radacind de ordinul pe N* pentru polinomul

feK[X] < f(a)=0,f (a)=0,f""(@)=0si £ (a)#0,unde T este fuctia
polinomiald asociatd polinomulu f,

Polinoame cu coeficient reali

TeoremaFie fe R[X ],f# 0.Dacd z = a+ib,b# Oeste o radacind complexd a lui f,atunct:

1) 2= a-ib este de asemenea o ridicind complexda lui f

Dz si Zau acelasi ordin de multiplicitate.

Obs. :(X - 2)(X -2)/ f

Polinoame cu coeficient ragionali

Teorema :Fie fe Q[X],f#0.Dacdx,=a+ b este o ridicind a lui funde

abe Q,b)O,x/E ¢ 0 jatunci

1) x_(, = a—beste de asemenea o ridicind a lui f 2)x s x_(, au acelasi ordin de multiplicitate.
Obs. : (X —x, )X —x,)/ f

Polinoame cu coeficientl Intregi

Teoremd :fie f=a,x" +a, x"" +--+a,x+ay,a, #0;fe Z[X]

1)Dacd x o= £( P,q numere prime intre ele) este o raddcind raionald a lui f,atunci
q

a)p divide termenul liber a
b)qdivide pe a,
2)Dacd x ,= peste o radacind intreagd a lui f,atunci p este un divizor al lui a,,.
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Polinoame ireductibile
Definitie:Fie K un corp comutativ,f un polinom din K[X] cu gradf>0 se numeste reductibil
peste K daca existd g,q din K[X] cu gradg<gradf gradq<gradf astfel incat f=gq.
Dacad f nu este reductibil peste K atunci se spune ca f este ireductibil peste K.
Relafiile Iui Viete: Fie K un corp comutativ,f un polinom din K[X],
f=a,x"+a, X" +--+ax+a,,a, #0.Dacdx,, x,x, sunt n radiini ale lui f in K
atunci f=a, (X —x )X -x,)---(X -x,) s
-1

X +x2+---+x" .

= n

= =1
XX, + XX+t X, X, =4,,4a,

X% x, = (=1)"a,a;

2 n

a,
X tx+x=--=

a
3
Dacif=a,x’ +a,x* +a,x+a,,f € C[X]= a,
XXy + XX, + XX, =—
@

a
XXXy =——
3

a4
XXX X, =——
a4

a
XX, XX e X, =a—2

4
fra, ¥ +a,x° + a0 +ax+a,, f eC[X]=

a
Xty + BT, A+, =
4

ay
XXXy =—
a,

Ecuafii reciproce
Definifie:O ecuafie de forma a,x" +a, . x"" +-+-+a,x+a,,a, # 0 pentru care
a,; =a,0<i<n senumeste ecuafie reciproca de gradul n.

Orice ecuafie reciprocd de grad impar are radacina -1.
Ecuatia reciprocd de gradul IV are formazax* +bx® +cx” +bx+a,a #0

o Bl g 5 1 1 o s
Se imparte prin x”§i devine a(x” +—) +b(x+—)+ ¢ =0;notez x+— =1 § obfinem o
X X b 4

ecuafie de gradul II.
Siruri de numere reale
Sir monoton (crescator sau descrescator)
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Fie (a,),.y unsir de numere reale.
VneN.
VneN.

Sirul(a, ) este crescitor daca: a, <a

n+l?

Sirul(a,) este strict crescator daca: a, <a,,,,

Sirul(a, ) este descrescitor daca: a, > a,,,,VneN .

Sirul(a, ) este strict descrescator daca: a, >a,.,,VneN .
Sir marginit

Fie (a,),., unsirde numere reale.

1

Sirul(a, ) este marginit dacd: 3o, f e Ra.ia <a, < f,VneN

Definitie

Un sir care are limita finitd se numeste convergent.

Un sir care nu are limita sau care are limita infinita se numeste divergent
Teorema :Orice sir convergent este marginit.

Consecinta :Daci un sir este nemarginit atunci el este divergent.

Teorema Daca un sir are limitd, atunci orice subsir al sau are aceeasi limita.
Consecinta: daca un sir contine doud subsiruri cu limite diferite, atunci sirul nu are
limita.

*Teorema lui Weierstrass

Orice sir monoton §i marginit este convergent.

*Teorema clestelui

Daci x,<a,<y,,Vn2k si lm x, =lm y, =/ atunci lma, =/.

n=Jsn°
n—n n—-m n—n

* Criteriul raportului

3 ] o % ¢ o . Oy .
Fie(a,),., unsir cu termeni strict pozitivi. Daca lm —~=/e[0,1) atunci lm a, =0.
n—-o a” n—x

. a, i
Daca lim = =] € (1,%) sau [=w atunci lm a, =o.
n—-x a n—o
n

* Lema lui Stolz-Cezaro
Fie (a,),.y s (b,),.y doud siruri de numere reale.
Daci lim 22~ % = (finit sau infinit) si (5, )

n—w =
bn +1 n

este strict monoton §i nemarginit ,

neN

.. a
atunci lim ==/

n—-0

= Criteriul radicalului

Fie (a,),.y unsir cu termeni strict pozitivi.Dacd lm bt _ 1 gtunci lm a, =l.
n—-x a" n—>x
Siruri remarcabile
0,daca g€ (-L1)
. |Ldaciq=1 B ,a)0)
= - =
ol |, dack g € (l,m) e |0,a(0

nu existd, daca q € (—»o,~1]
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lim n*a" =0 unde a e(-LlkeN

n—-»x

n
lim [1+1J =e¢ ; e=27178...este constanta lui Euler
n

n—x

> & |
generalizare: l'm[l+i] =e dacd x, - 1w; lim (1+y,),, =e dacd y, >0

n—w X5 n—-n
llm—-—ldaca\ -0, m ==~ 8%, =1dacd x, 50,
n—-o x" n—x A
. arcsin ”
lim ul ~ =]dacd x, >0, fim L85 g1, =1daci x, -0,
n—-o Xn n—-x x"
Limite de functii

TeoremaO funcie are limita intr-un punct finit de acumulare daca i numai daca are

limite laterale egale in acel punct.
fare limita inx ;& 1 (x,) =1, (x)) © f(x,-0)=f(x,+0) & hmf (x)=1lm f(x)

-3
(/ ‘0 x)xy

Obs.:Functia f:D— R nu are limitd in punctul de acumulare x ;in una din situatiile :
a)existd un sir x € D —{x, }cu limita x ; astfel incét sirul (f(x,))nu are limita
bexistasirurile (x,)(y, ) %,., € D {x, }astfel incét sirurile (f(x, ), (f(y, ) au

limite diferite.
Teoremi:Fie f:D— R0 functie elementara §i x ;& D un punct de acumulare al lui

D= lm f()=f(x)

Teoremé(Criteriul majoririi,cazul limitelor finite)
Fie f;g:D— R si x ,un punct de acumulare al lui D.Daca lm g(x)=0 siexisti [ R

al |f(x) —I[ < g(x),Yxe DNV, x#x,,V vecinitate a lui x ;i daca
mg(X)=03§Q f=1

Teoremi(Criteriulomajorérii,cazul limitelor infinite)

Fie fg:D— R, x,un punct de acumulare al lui D si f(x) < g(x),Vxe DNV, x#x,,V
vecinatate a lui x .

a)Dacd lim f(x) =0 lim g(x) =

b)Daca hmg ¥)= —oo:hmf x)=—o

%

TeoremaCriteriul clestelui)
Fie fg,h:D— R , x ,un punct de acumulare al lui D si

f(x)<g(x)<h(x),Vxe DNV, x#x,, V vecintate a lui x,,.
Dacd hmf( hmhx) 1:>11mg(r) [
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Limite uzuale.Limite remarcabile.
2 n n-l - 1 n
Im (a,x" +a, x +---+alx+a0)-‘l£r+11anx

x—iw
a
+ k=m
k k-1 : m
GX @ X tetaxtay
- = =<¢0,m)k
wih y"+h X" +-+bx+b,
a, 2
£ (+0)"™ kym
b!ll

liml=0 lim l=0 liml:—ac liml:+ao

o X =0 X -0x »0x
x<0 0
lim Vx =0 lim ¥x =00 lim Yx=—a0
X% X0 X0
lin o = o, daca a>1 M 0, dacaa>l1
T 0, daca ae(0}) X w, daca a(0)))
o, daca a>1 ) -0, daca a>1
lim log, x= lim log,x=
1 -0, daca ae(0]) 0 ®, daca ae(0)
pod

lim arctgx= T m arctgy= —% lim arcctgx=10 lm arcctgx=m

X0 2 X0 5%

(1Y : 1Y _ 1

lim|1+-| =e lim | 14+—| =e fim (14 x)x =e

X X X0 X -0

Bl gl MR, e
-0 x -0 x =0 x -0 X
]irnhl(l+x)=] hnu=ha ,a>0,a#1

-0 54 -0 X

lin sin u(x) o fin tg u(x) _ i arcsin u(x) o fin arctg u(x) o
-0 u(x) -0 u(x) -0 u(x) -0 u(x)
(1 . a"-1 .
hmwzl fim =lha , a>0,a#lunde m u(x)=0
-0 u (x ) -0 u (x) XX

Operatii fard sens: f,%,w -®,0-01°,0°,0°
4]
Functii continue
Definitie Fie f: D — Rsi x, € Dpunct de acumulare pentru D
f este continud in x, € D daca im f(x)=f(x, )
X

Daci fnu este continud in x, € D ea se numeste discontinud in x, ,iar x, se numeste

punct de discontinuitate.
Definitii:Un punct de discontinuitate x, € Deste punct de discontinuitate de prima spetd

pentru f dacé limitele laterale ale functiei f in punctul x, exista si sunt finite.

ROSE 2018 - 2022 102



Ghid metodologic PROF. BALAN MARIA

Un punct de discontinuitate x, € Deste punct de discontinuitate de spefa a doua daca nu

este de prima spefa.(cel putin una din limitele laterale ale functiei f in punctul x,nu este
finitd sau nu exista)

Teorema: Fie f: D — Rsi x, e Dpunct de acumulare pentru D= f continua in x,

& (%) =1,(x)=fx;)

Teorema:Functiile elementare sunt continue pe domeniile maxime de definitie.
Operatii cu functii continue

Teoremi:Fie f,g:D— R continue pe D

=trg, g, (g # 0)|max( f, ghmin £, )sunt funti continue pe D,
8

Compunerea a doud functii continue este o functie continua.
Teorema: Fie f:[a,b] - R o functie continua a.i. f{a)f(b)<0 = 3 ¢ € (a,b) pentru care

f{c)=0.

Asimptote
1.Asimptote verticale
Definitie:Fie f:E— R,a € R punct de acumulare pentru E.Se spune cé dreapta x = a este
asimptotd verticald la stanga pentru f.dacé lim f(x) =0 sau lim f(x)=—o0.
Definitie:Fie f:E— R,a € R punct de acumulare pentru E.Se spune ca dreapta x = a este
asimptotd verticald la dreapta pentru fdacd lm f(x)=c0 sau lm f(x)=—0.
Definitie : Fic f:E— R,a € R punct de acumulare pentru E.Se spune ca dreapta x =a
este asimptota verticala pentru f daca ea este asimptotd verticald atdt la stanga cat si la
dreapta sau numai lateral.
2.Asimptote oblice
Teorema : Fic f:E— R,unde E contine un interval de forma(a, )
Dreapta y=mx-+n,m# () este asimptotd oblica spre +o la graficul lui f dac si numai daca

m,n sunt numere reale finite,unde m= lim M,n =lim[f(x)—mx].Analog la -o0.
1% x X%

3.Asimptote orizontale
Daci lim f(x) =1, numdr finit atunci y = | este asimptotd orizontal spre +0 la graficul

lui f.

Analog la -

Obs :0 functie nu poate admite atét asimptota orizontala ct i oblica spre + (-o0)
Functii derivabile

Definitie:Fie D — R.,x ;€ D punct de acumulare pentru D

Derivata intr-un punct:f (x,)= im J®)=fx) .
- xX- XO

feste derivabila in x ,daca limita precedenta exista si este finita.
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*Daci f este derivabila in x,, graficul functiei are in punctul M (x,, f(x,))tangenta a
cirei pantd este f (x, ) .Ecuatia tangentei este:  y— £(x,) = f (x,)(x—x,).
Teoremi:Fie fD—R , x,€D punct de acumulare pentru D=f este derivabild in

f)-1(x)

punctul de acumulare x, & f,(x,) = f,(x,) € R(finie) & fm ————"=
XX x-x

x{xq

i f0- ()

=% x-X,

x)xq

Teorema . Orice functie derivabila intr-un punct este continua in acel punct.

Puncte de intoarcere.Puncte unghiulare.

Definitii:Fie D—R , x , € D punct de acumulare pentru D.Punctul x ;se numeste punct

eR.

de intoarcere al functiei f, daca feste continud in x , si are derivate laterale infinite si
diferite in acest punct. Punctul x ;se numeste punct unghiular al functiei f dacé feste

continud in x ;,are derivate laterale diferite in x i cel putin o derivata laterald este finitd.

Derivatele functiilor elementare

Functia Derivata
¢ 0
% 1
= =t
x",neN e
x',reR -

I 1

n\x
Inx 1
X
e\ e.‘
a*(a>0,a#l) a‘ha
sin x COoS X
COSX —sin x
tgx 1
cos’ x
ctgx 1
-
sin” x
arcsin x 1
1-x*
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arccos X 1
1-x°
arctg x 1
1+
arcctg x 1
1+x°

Operatii cu functii derivabile
Teoremi:Fie £,g:D — R derivabile pe D= ftg ,fg, —f—(g¢ 0)sunt functii derivabile pe D.
8

Compunerea a doud functii derivabile este o functie derivabila.
Reguli de derivare

(ftg)=ftgi(f-8)=f g+fg ;A f)=A-f ;(
(fou) =f (u)u

i)'zfﬂg-ﬂg'
g g

Proprietitile functiilor derivabile
Definitie:Fie £D—R.Un punct x , € D se numeste punct de maxim local(respectiv de

minim local)al lui f daca existd o vecinatate U a punctului x,, astfel inct
fix) <f{x , )(respectiv f{x)>f(x ) ) pentru orice xe DNU .
Daca f{x)<f(x,)(respectiv fix)>f(x ) ) pentru orice x& D atunci x,, se numeste punct

de maxim absolut(respectiv minim absolut)
Teorema . ( Fermat) Fie I un interval deschis si x , €[ un punct de extrem al unei functii

f: IR, Daca f este derivabila in punctul x ; atunci f°(x,)=0.

Definitie:O functie f: [a, b] 5R (a< b) se numeste functie Rolle dac este continud pe
intervalul compact [a, b] si derivabila pe intervalul deschis (a, b).

Teorema lui Rolle

Fie f: [a, b]> R, a<b o functie Rolle astfel incat f(a)= f(b), atunci exista cel putin un
punct c< (a, b) astfel incat f°(c)=0.

Teorema(teorema lui J. Lagrange). Fie f o functie Rolle pe un interval compact [a, b].
Atunci 3 ce (a, b) astfel inct f(b)- f(a)=(b- a)f’(c)

Consecinte:

1.Daca o functie derivabila are derivata nula pe un interval atunci ea este constantd pe
acel interval.

2.Daca doud functii derivabile au derivatele egale pe un interval atunci ele difera printr-o
constantd pe acel interval.

Rolul primei derivate

3. Fie f o functie derivabila pe un interval I.

Daci f(x)>0(f (x)>0),¥x e, atunci f este strict crescitoare( crescitoare) pe I.

Daci f'(x) <0(f (x)<0),Vxel, atunci f este strict descrescitoare(descrescitoare) pe I.

4.Fie £D— R,D interval §i x , € D .Daca
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1)feste continud in x;
2)f este derivabila pe D- {x,}

3)existd lm f'(x)=leR

atunci f are derivatd in x,si f (x,)=1.Daca | € Ratunci f este derivabild in x,.
Observatie: Cu ajutorul primei derivate se stabilesc intervalele de monotonie ale unei
functii derivabile si se determind punctele de extrem local.
Rolul derivatei a doua
Teorema: Fie f o functie de doud ori derivabila pe 1.

Daci f'(x)>0,Vx el, atunci f este convexi pe I.

Dacd f'(x)<0,Vxel, atuncif este concavi pe I.
Definitie: Fie f o functie continud pe I'si x; €I punct interior intervalului. Spunem ¢ x;
este punct de inflexiune al graficului functiei dacé f este convexa pe o vecintate stanga a
lui x,si concavé pe o vecinitate dreapta a lui x, sau invers.

Observatie:Cu ajutorul derivatei a doua se stabilesc intervalele de convexitate si
concavitate si se determind punctele de inflexiune.

Notiunea de primitiva
Definitie: Fie I ¢ R interval, f: [ - R. Se numeste primitivd a functiei f pe I, orice
functie F : T - R derivabild pe I cu proprietatea F (x) =f(x), Vx € L.
Teorema.Orice functie continud f: [ — R poseda primitive pe 1.
Teoremi:Fie f: 1 - R I interval ,o funcfie care admite primitive pe . Atunci f are
proprietatea lui Darboux.
Consecinte:
1.Dacd g : I - R nu are proprietatea lui Darboux pe intervalul Latunci g nu admite
primitive pe 1.
2.Fie g : I > R.Daci g(I)={g(x)/ x € I} nu este interval atunci g nu admite primitive pe I.
3.Daca g : 1 - R are discontinuitd{i de prima spefd atunci g nu admite primitive pe 1.
Tabel de integrale nedefinite
n+l

Ydi=2 +CneN xeR

n+l

a+l

x'= 1+C,ae R,a#-1xe(0,%)

a+
ldx = InM +C,xe(0,2) sau xe(-0,0)

J
J
J
J.a"dr=£—;l+C,a)0,a¢l,,reR
I
I

?1 : =imﬂ
x-a 2a

+C,a#0,x e (-0,-a)sau x € (-a,a) sau x € (a,»)

x+a

,;dlearcrg£+C,a #0,xeR
X +a-  a a
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;da arcsin — +C a#0,xe(-a,a)

—dr=h(x+w/x2 +a*)+C,a#0,xeR
—dl \':ln‘x+x/x2 —az‘+C,a¢0,xe(—°0,—a)Sau X€ (a,)

e

cosxdx=sin x+C,xeR

Ld x =tgx+C,cosx#0

J
J
J
Ism xdx=-cosx+C,xeR
J
J
I&

[Z]
5.—
=

x =—ctgx+C,sin x # 0

Integrala definita
Teoremi.Functiile continue pe un interval [a,b] sunt integrabile pe [a,b].
Teorem.Functiile monotone pe un interval [a,b] sunt integrabile pe [a,b).
Proprietitile functiilor integrabile.
a)(Proprietatea de linearitate)
Daca f,g :[ab] — R sunt integrabile si 1 € R =

nf(f(xng(x)}zx:ff(x)mfgmdx

a a a

2)}1f(x)dx = AT f(x)dx

a a

b)Daca f(x)20,x€ [a,b] si este integrabild pe [a,b], atunci f ' f(x)dx>0.

c¢)Dacd f(x)= g(x) pentru orice x € [a,b] si dacd f si g sunt integrabile pe [a,b],

) b
atunci r f(x)dx Zj g(x)dx
d)(Proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul)
Functia f: [a, b]— R este integrabild pe [a, b] daca §i numai dacd, ¥ ¢ € (a, b) functiile
L] sif, = fl|[c,b] sunt integrabile si are loc formula:

[ far+[ fdv= fods
e)Daci functia f este integrabila pe [a,b], atunci i ‘ f| este integrabila pe [a,b] si

M.bf “‘)‘L‘{ <[ reofax.
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Teoremi (Formula Leibniz - Newton)
Daci f: [a, b]> R este o functie integrabil si f admite primitive pe [a, b] atunci pentru
orice primitiva F a lui f pe [a, b] are loc formula Leibniz-Newton:

b b
L f(x)dx=F() =F(b)-F(a).
Teorema de medie Daci f: [a, b] — R este o functie continud, atunci exista ce[a, b] a.i.
[ Fdr=(b-a)f(0).

Teorema de existenta a primitivelor unei functii continue
Daca g : [a, b]— R este o functie continua,atunci functia G: [a, b] >R,

G(x)= j g(r)dt,x [a,b]are proprietatile:
1)G este continud pe [a, b] s G(a) =0
2)G este derivabili pe [a, b] si G (x) = g(x), Vx €[a,b]

Retinem: [J\' g(l)a’t) =g(x)

a

Teorema (Formula de integrare prin parti)

Fie f, g :[a,b]> R cu f, g derivabile cu derivatele continue, atunci are loc formula de
b

integrare prin parti: j fe'dx= fg]: —th'gdx.
Teorema:Fie f:[-a,a] > R,a)0 o functie continua. Atunci
1) I f(x)dx = 2_[ f(x)dx,daca feste functie pard.

-a 0

2) I f(x)dx =0,daca feste functie impara.

-a

Teoremi:Fie fR— R o funcie continud de perioada
a+T T

0= [ f(x)dr= j f(x)dx,VaeR
a 0
Aria unui domeniu din plan
1. Aria multimii din plan Dc R* mirginita de dreptele x=a,x=b, y=0si graficul

functieif : [a, b]—> R pozitiva si continua se calculeazi prin formula: A(D)= Ih f(x)dx.
2. in cazul f: [a, b]- R continua si de semn oarecare, avem: ﬁ(D) = '[ b| f(x)|dx.
3. Aria multimii din plan marginita de dreptele x = a, x = b si graficele functiilor

f,g:[a, b]- R continue este calculata prin formula: ﬂ(D) =Ih| g(x)—f(x)|dx.
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Volumul unui corp de rotatie Fie f : [a, b]— R o functie continua, atunci corpul C ; din

spatiu obtinut prin rotirea graficului lui f, Gy, in jurul axei Ox, are volumul calculat prin
b

formula: .V(C, )= iTj. f2(x)dx

a
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Clasaa X -a
Calcule cu puteri si radicali

1. Aduceti la o forma mai simpla expresiile:

FER R

1) 1 1
X2 -2 —|1+2x* [ 1-2x*
b)

- )

(ai_@ aimj

a++2a+2

c)t .

1 23/ x
+ AIX+4UX +4
D1 23 x-4x

X2 —4x2

2. Scrieti sub forma de putere cu exponent real expresia si determinati
valoarea de adevar a propozitiei:

a .5 3 L P . ) 5 7
PO 1
a 6.a4= 1 b2 .b 4=blz cé.c 8—Clﬁ
a—1,5 b_lv5 C_1,5 -

3. Si se demonstreze ¢ (1++/2)? + (1—+/2)2 este un numdr natural.

4. Sa se demonstreze c¢i numarul 3\/ 27 —~12 + 2\/§ este natural.

3

5. Sa se calculeze: i/_ - g

6. Sa se calculeze: 18 — /32 — 50+ /72
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7. Sa se calculeze: 3125+ 16 — V=27

8. Aratatica: 3(2—V2)+3V2=6

9. Aratati ca: 5[:2 + \E) —+75 =10

10. Aritati ci: (2 +3) + (1 —2V3) = 20

11. Ordonati crescator numerele: 24/3, 3v/2 si G]_

12. Sa se calculeze probabilitatea ca, alegind un numar din multimea

{3/1,3/2,3/3,...,3/30 }, acesta sa fie numdr rational.

Logaritmi

1. Determinati X € R pentru care este definit logaritmul: log,,,(9—x?%)

2. Sa se calculeze: a) log;15625; b) IOg{Ioga[lOgliH; c)
5912
log, (Iog5 3'093%)
3
3. Sa se arate ca urmatoarea expresic nu depinde de X :

A= 10gs x* +log, x°
log, x* +log, x*
Calculati log,, 7,2 daca log,,5=a
5. Aflati xdin egalitatea: log, x=2-log, 7+3-log,6—4-log,5

6. Sa se logaritmeze: E=¢ a’b

7. Sd se determine solutiile reale ale ecuatiilor urmatoare:
a. logy (br —9) =2

b, logs (3 —1) = 3.

8. Sa se calculeze:

&

1 :
log, V3 + 5 log 59— lugi V3 —2:

Qo

log, (5 + VT + log, (5 — VT)—2- log, 3
9. Aratati ca expresiile urmdtoare sunt numere naturale:

=
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a. 1 1 1
E = - R B - I
L +logy3 +logyd  1+logg2+loggd 1+ logs2 +logs 3
b.  logz2 loggd logy8

10. Se considera numarul @ = 1023 2 Arstati ca 10236 = 1 +a

Proprietati ale functiilor

1.  Care din graficele urmatoare sunt imaginile unor functii injective?

a. b.

2.  Verificati daca urmatoarele functii sunt injective:

f: R—>R, f(x) = 2x-5
g [0,0) > [0,0) , g(x) = x +17
h: R—R, h(x) = 7x-1
3.Verificati daca functiile f'si g sunt surjective:
f:R—(2,,), f(x)=5x-12
g:R—> (4, ©), g(x)=2x -2
4. Aratati ca functiile f'si g sunt bijective si determinati inversa:

v

v

f.R-R, f(x) = ==
g: R—)R , g(X) — x+12

Ecuatii irationale

Sa se rezolve ecuatiile:
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a fox—1=3
Ix+1=-2

C U2x—-1+J2—x=2
X2 —3x+2=1—x

© 3x+2=23x-1
2Yx? +3Yx =3

g VX+5++412-x =5

b YxFI =3
V2x+3 =4

d Jx?—-3=3-x?

IX=1+x+3=2
b3x—1+32x+1=0

3 —33x+4=0

h 3/x+1+3/8-x=3

Ecuatii exponentiale si logaritmice

Sa se rezolve:
1. a) 5*=125
b) 4°=1024
€)25*=0,2
d) 2%=32
e) 8"=16
1
X—
ne 243
g) 6*=1296

h) 3*=3/9
I) 32x+l _ 3—x2
J) 54x—6 — 253x—4

2~

K) X —6x-2,5 =16\/§
2. a) 5*+5**1=750
b) 7%-7""=6
c) 34+3%+3%=13
3) a) 5%-5*-600=0

b) 9*-3*-6=0

c) 4*+2"1=80

d) 3*+9*1-810=0

3.a)lg x=lg 2

b) Ig x=-1g 2

¢) log,(x* —4x+3) =log,(3x +21)

d) log,(x-1)= loga(x*-x-6)

e) log, (x> +3x—4) =log, (2x+2)
3 3

f) log, ,(x* —5x+7) =1

g) logyx2-logx3=2

h) logx(x+3)=logx(x*+1)
1 11

4a) —lg*x==-=Igx

) 12 d 3 4 J

b) lg%(2-x)-5lg(2-x)=0

c) lg?x-3lgx+2=0

d) log,(x—2)+log, x=10g,8

e) log,(3—x)+log,(1-x)=3

f) log,(2x—5)—log, x=log, 4

0)lg° x—4lgx+3=0

h) log, x—5log, x+6=0
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Functii trigonometrice directe si inverse

1.  Si se calculeze sin®130° + cos?50°.

< 23w , wm
2. Sase calculeze cos 4 sing

N 1
3. Stiindca sina = S »sdse calculeze cos 2a.
4.  Si se calculeze sin 135°.

o . - - - o1
5.  Sa se arate ca sin’1° + sin®2° + ... + sin”90°= —,

< . V3
6. Sase calculeze arcsin 1 + arccos —.

7. Sase arate ca sin(arctg x) =

Viga®
8. Sise arate cd cos(2arctg x) = :l_'r:.
142
Numere complexe
1. Sa se calculeze:
(24+3i)(i—1)(5+1)
z—-i | z4i’
2. Sa se determine z astfel incat
2=3+ 44
3. Daca x,,x, suntrada cini ale ecuatiei x*+x+1=0,
calculati x1® + x3°.
4. Si se calculeze i + i% + -+ 1%,
5. Fie numerele complexe:
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z,=1—1i

z, =—1+iy3.
S& se scrie numerele sub formd trigonometricd si sd se calculeze
Z1°Zy % (20", V7.

6. Sa se calculeze:
v i \ 1+2i 1+i
B-4)G+1)(T+i); T+
7. Sa se determine z astfel incat
zi=—3—4i
8. Dacad x,,x, suntrada cini ale ecuatiei x*+x+1=0
,calculai x;® + x3°.
9. Sa se calculeze i + i% + - + 17,
10. Fie numerele complexe z, = —1+isiz, =1 —iy3,

Sa se scrie numerele sub formd trigonometrica si sd se calculeze
z, -z, -t (z, )M 3z,
1 2 2., ] 1 L TR
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Elemente de combinatorica

! ! n-3!
1. 4 se simplifice: a) % :b) L0 u

(n-1)0 " (n-1)

2. Fie multimea {0, l, 273,4} . Cite numere de 3 cifre distincte se pot forma cu elementele multimit

date.
! n-4) | +3)
3. Siserezolve: a) v =6:b) b dﬂ‘:210:0), ! 572:d][ﬁ—)<2000
(n-1) " (n-6) (n-2) (n+2)(n+3)
PG

4, Shsecalculeze B-C- 4 ; y:

5. Sise compere umerele 0= Ci+C; st b=Cy+Cy+C+Ci 4.
6. Siserezolve ecuatia; 4 =20,

7. S se determine numérul tuturor submultimilor de 3 elemente ce se pot forma cu elemente din
multimea {1,2,3.4,5,6,7}.
Se considerd 8 puncte, oricare 3 necoliniare. Cate drepte trec prin cel putin 2 puncte din cele § ?

0. S se determine cdte numere de 3 cifre distincte se pot forma cu elementele multimi {1.2,3.4,5}.
L.

. L
84 se caleuleze Cipge—Ciyge-

12, 8 se rezolve inecuatia An <8n-1), ne N.n3,

e = ]

Elemente de teoria probabilitatilor

1.  Intr-o cutie sunt 3 bile albe, 4 bile negre si 5 bile rosii. Daci extragem
o bild la Intdmplare din cutie, determinati:
a)Probabilitatea de a extrage o bila alba;
b) Probabilitatea de a extrage o bila rosie;

c)Probabilitatea de a extrage o bila neagra;
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d) Probabilitatea de a extrage o bila care nu este rosie.
La aruncarea unui zar, sa se determine:

a)Probabilitatea de a aparea fata cu numarul 3;

b) Probabilitatea de a aparea o fata cu numar par.

Sa se calculeze probabilitatea ca alegand un numar natural de trei
cifre, acesta sa fie un patrat perfect

Sé se calculeze probabilitatea ca, alegand unul dintre numerele €3, C3
si C2, acesta sa fie divizibil cu 3.

Sa se calculeze probabilitatea ca, alegand un element al multimii {0,
1,2,3,4,5}, acesta sa verifice relatia n! <75.

Sa se calculeze probabilitatea ca, ale§énd un element al mul{imii {0,
1,2,3,4,5}, acesta sa verifice relatia n” < 2".

Exercitii recapitulative — clasa a X-a

1.

2
3
4.
5

~

9.

Sa se calculeze logs27 - log,8.

Si se calculeze 14641 243125 +./2%2 3/23% +1f236 .

Sa se calculeze log,5logs3logs7log;8.

Sa se arate ca numarul (1-i)** este real.

Sa se arate cd, dacd z este solutie a ecuatiei z°+2z+4=0, atunci z° -

8/z=0.

100

Sa se arate ca numarul (cos w/4 +isinn/4) "™ este real.

Sa se studieze surjectivitatea functiei f:R—R,
(x) = {x— 3,dacax<1
x+1,dacax=1

Se considerad functia f:{-1;0;2;4}—{1;2;3;4}, f(-1)=4, 1(0)=2, f(2)=1,
f(4)=3. Sa se determine "

Sa se calculeze modulul numarului complex z=(3+4i)* .
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10. S se calculeze €3 — CE + C7.

11. Sa se arate ca functia f:[-12 ;4]—>[-3;1], f(x)=1—+4—x este
inversabila si sa se afle inversa ei.
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Clasa a Xll-a

Multimi de numere

1. Sase calculeze V19641 243125 +.f222 -3fpw |

o . . . 10
2.  Sa se rationalizeze numitorul =
7

.. . = 1
Scrieti ca putere cu exponent rational numerele a = {5,b = -
y

w

4.  Sa se arate ca numerele 1, logs9, v/ 64 sunt termeni consecutivi ai unei
progresii geometrice.

5. Sa se determine valorile reale ale lui x pentru care expresia E(x) =
v 2 — 3x este bine definita.

3
6.  Sa se rationalizeze numitorul ETE
W

1. _ _
7. Sa se ordoneze crescator numerele (E) 4, 15si V64.

log. 64
5 5 . .3 2 5
Sa se arate ca numarul V 64 este numar natural.

o

9. Sa se ordoneze cresciator numerele a = 31/2, b= 41/3, c =5

Functii

1. Fie functiile f, : R —R, f,(X) = nx? + 3(n-2)x + n+1, cu n parametru
real. Aflati multimea valorilor lui n pentru care ecuatia fy(x) = 0 are cel putin o
solutie reala.

2. Se di functia f: R —R, f(x) = X? - (n-2)x + 2n-4, cu n parametru real.

a)  Determinati multimea valorilor lui n pentru care functia se anuleaza in
(0, 1) si f(x)>0;

b)  Determinati multimea valorilor lui n pentru care f(x)<0, ¥ x € (0,1).
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3. Fie X1 si x, radécinile reale ale ecuatiei 2x° + 2mx — m(m — 2)=0, cu m
parametru real.

a) Precizati intervalul pe care se aflda suma radacinilor x; $i Xp;
b) Precizati intervalul pe care se afla suma patratelor radacinilor x; §i X»;
C) Precizati intervalul pe care se afla produsul radacinilor x; §i x2

4.  Fie functiile f, : R >R, f)(X) = X* — (4n+2)x + n+1, cu n parametru
real. Determinati pozigia punctului din plan prin care trec toate graficele
functiilor f,.

o. Consideram functia f: R—= R, f(x) =3x + 11. Determinati a € R pentru
care f(a) + 3 =f(5).

6. Fie functia f: R— R, f(X) = - 5x + 3. Calculati valoarea expresiei E =
f(-4) - 1(-3) — f(-2) + f(-1)

7. Fie functia f: R— R, f(x) = 6x + 3. Demonstrati ca f{v/2) < f(/3).

8. Determinati coordonatele punctelor de intersectie ale graficului
functiei f: R— R, f(x)= 6x — 12 cu axele de coordonate.

9. Fie functia £ R— R, f(x) = 2x + 2013. Demonstrati cé% €N,
pentru orice u € R, u=5.

10. Determinati toate numerele reale x pentru care functia f: R— R, f(X) =
X + 3 verifica inegalitatea 2f(X)+f(2) = 4f(1).
Siruri. Progresii aritmetice si progresii geometrice

1. a) Sa se afle primul termen §i ratia unei progresii aritmetice
(a,),.,daca a, =42si a,, = 90.

b) Sa se afle primul termen si ratia unei progresii geometrice (bn)nZl daca
b, =9si b, =243.
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c) Sa se afle primul termen si ratia unei progresii aritmetice (an )nﬂ daca
a; =90si a,, =42
d) Sa se afle primul termen si ratia unei progresii geometrice (bn )nZl daca
b, =243si b, =9
2. S3i se determine xastfel Incat numerele x +4, x? +1, 2x + 7 sa fie
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.
3.  Calculati sumele:
a) 2+5+8+11+...+2015=
b) 1+4+7+10+...+2014 =
C) 1-5+5° 5% +..- 57" =
d) 5-5°+5°-5% +5° . +5%° =

4.  Determinati numarul natural X din egalitatea:
2+7+12+...+Xx=1550

hn)
5. Determinati ratia progresiei geometrice( n=1 cu termeni reali,
stindca 01 =1 g by =27

6. Calculati  suma  primilor trei  termeni ai  progresiei
aritmetice | @nJn=1 gtiind ca M1 = 6 gjaz = 12,

7. Determ1nat1 {prlmul termen al progresiei geometrice (D )n=1. stiind

8. Se considera  progresia aritmetica \an Jn=1 cu
ratia r = —2 si ™ = 19 Calculati @7.

9.  Determinati numirul real X stiind ¢a numerele 7, 3x si X* + 2 sunt, in
aceasta ordine, termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.

10. Tntr-o progresie aritmetica \®n/n=1 se cunosc @4 = T gi ag = 22,
Calculati 14,
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Metode de numarare

1.  Aflati cate numere de trei cifre au suma cifrelor egala cu 3.

2.  Cate numere cu trei cifre diferite se pot forma cu cifrele 0,1,2,3,4,5
?

3. Daca A este o mulfime cu 5 elemente, determinafi numarul
functiilor f:AxA— A.

4.  Determinati numarul  functiilor strict monotone
f {1,234} —>{345,6,7,8} .

5. Cate multimi X verifica egalitatea {1,2,3}u X ={1,2,3,4,5} ?

6. Fie A={xeN";x<500,x:4} si B={yeN"y<500,y5} .
Determinati cardinalul multimii AUB.

7.  Aflati ce tip de poligon are numar egal de laturi si diagonale .

8. Se considera dreptele paralele d, si d, . Fie punctele A, B, C, D
€d; si D, E, F, G €d;. Determinati numarul de triunghiuri format de
aceste puncte.

Vectori

1. Tntriunghiul ABC si se calculeze 5AB+4BC +3CA .

2. Se considera triunghiul ABC , iar BC =3CD . Si se exprime AC
in functie de AB i AD.

3. Se considera triunghiul ABC ,iar AM =3MB , AN =4NB . Si se
exprime MN in functic de AB si AC .
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4.  Fie triunghiul ABC in care D este mijlocul laturii (AC) ,iar E
este mijlocul medianei (BD) . Dacid EF|BC ,F eBC , si se exprime

BF in functie de BC .

5. Fie triunghiul ABC ,ncare MA+MB+MC =0 . Si se determine
punctul M cu aceasta proprietate .

6. Fie ABLBC,BCLCD,unde AB si CD au acelasi sens , iar
AB=7 , BC=2, CD=3 . Determinati  modulul vectorului
AB+BC+CD .

7. Fie triunghiul ABC, cu M mijlocul segmentului [BC] si G centru de

greutate al triunghiului ABC.
o ] Al =1 (A?G + A‘fi‘“)

a) Aratati ca -
b) Aratati cd GA+GB+GC =10
c) Aratati ca pentru orice punct O din plan are loc egalitatea
OA+ 0B+ 0C = 30G,

8. Sda se determine m astfel Tncat vectorii u” =(m-2)i" +3j° si
v~ =5i" 43| si fie egali.

9.  Fie punctele A(Xa,Ya) si B(Xg,yg). Sa se determine numerele reale a si
b astfel incat AB=ai” +bj” .

10. Sa se determine m astfel incat wvectorii u” =(m-2)i" -3j" si
v~ =5i" +3j” sa fie opusi.
Numere complexe

1. Sasecalculeze: (2 + 3i)(i— 1)(5+1); f—: f—;: :
2.  Sa se determine z astfel Incat z? =3+ 4.

3. Dacd x,,x, suntradacini ale ecuatiei x*+x+1=0, calculati

x10 4 20,

ROSE 2018 -2022 123


https://www.pro-matematica.ro/matematica/vectori/vectori-egali.php
https://www.pro-matematica.ro/matematica/vectori/vector-ab.php
https://www.pro-matematica.ro/matematica/vectori/vectori-opusi.php

Ghid metodologic PROF. BALAN MARIA

4. Siasecalculezei +i®4+ -4+ i®

5. Fie numerele complexe: z, =1—1i, z, =—1+iy/3. Si se scrie
numerele sub formd trigonometrica si sd se calculeze

z,7 2, 2, (2,10, V2

l 2 S:_. r J_ r ‘” &

6. Sa se determine suma a doud numere complexe.

7. Sa se determine diferenta numerelor complexe z= 2 — 5i si z;=6-3i.
8. Sa se determine produsul numerelor complexe z= 2 + 5i si z;=6+3I.
9. Sa se determine modulul numarului complex z= 2 — 5i.

10. Sa se determine conjugatul numarului complex z= 2 — 5i.

Matrice

Sy e . 50
1.Se considera matricea A = (0 J eM,(R).

Calculati:

Q) A>+ A

b) A"

C)B=A+A%+ ... +A"
2 00

2.Se considera matricea A= [0 1 0|eM;(R).
011

2
a) Calculati A
b) Si se arate ca A*=4A%-5A + 2I,

3. Si se determine matricele A e M, (R) stiind ca A :( 01 ;J :
4. Sa se determine matricele A,Be M, (R) stiind ca

A+2B:f32J92A B= ( ‘j
2 3 1 1
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Determinanti

1. Sa se calculeze determinantii

8 & 7 5 2 1 1 1
Alz‘ ‘ A,=18 6 3,0z=|ab bc ca
074 |t L1
c a b
3 —-x 1
. .. X+2 .
2. Rezolvati ecuatiile: 4 5 =0si -x 1 3|=0
B - 1 3 —-X

3. Se dau punctele A (7;2), B (5;3), C (3;4) D (3;1). Se cere:

a) Sa se arate ca punctele A, B, C sunt coliniare.

b) Sa se calculeze aria triunghiului ABD.

C) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.
4.S3a se determine m €R pentru care punctele A (m,m+2), B (m, 3), C (1,3)
sunt coliniare.

Sisteme de ecuatii liniare

1.  Rezolvati sistemele

X+y+z2=2
)3 2X+y+z=2
3X+y+2z=3
X+y+2=0
b) X+y+z=2
X+3y+2z=-1

mx+y+z=0
€)< x+3y+2z=0, meR\{%} :
-X—-y+4z=0
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ax+y+z=4
2. Ardtati ca sistemul < Xx+2y+3z=6 admite o solutie cu toate
X—-y—-2z=-2

componentele numere intregi , VaeZ .

X+y+z=m
X+@+m)y+z=2m,

X+y+@+m)z=0
unde meR .

3. Rezolvati si discutati sistemul de ecuatii

Functii continue

1. Sa se studieze continuitatea functiei f R—R, definitd prin
{xz -x, x>1

) n punctul x,=1.
-X"+X, x<1

2. Sa se studieze continuitatea functiei fR—R,

definitd  prin
2X+3
, x>0
f(x)=< Xt 2 pe multimea numerelor reale.
X+—, x<0

“

3. Sa se determine numarul real a astfel incat functia fR—R, definitd prin

2
X" +3
> , X<1
f(x)= ZXX ié sa fie continua in punctul x,=1.
> . Xx>1
X" +2

4. Si se determine semnul functiei f:R—R, definita prin f(x)=(x—1)(3* — 2*).
5. Si se rezolve inecuatia (x—2)(3" — 3)>0.
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Limite de functii

Sa se calculeze urmatoarele limite:

2_ J—
La) lim X838 p fjy 2X X9
x—>4  x°-16 x—3 X _27
H 2 X X X X
mSIn(X 100) Q) "mZ +3"+4"+5" -4
x—10 2X_20 x—0
2 . 2
o lim In(l:r2007x) o fim V2XP + X+1—XE + X +2
=0 x? 49X ol 2X+7 —/Xx+8
1.
2 2
a) lim 3X 2+2x+5 b) lim 4X° +6X+5
X2 4X° +X+1 x>0 2X+4
2 2
o lim Zl.OX+8 Q) Iim\/4x +3X+1 44X +x+1
o XTHX+9 T o X+95

e) Iim(\/9x2 +15X +7 —/9X2 +3x—5)

X—00

f) Sa se determine constantele reale a si b pentru care

Iim(\/4x2 +3X+2 —ax—b)z%

X—>0

g) Sa se determine constantele reale a si b pentru care

2
.im(w_ax_bjzlz

X+5

Functii derivabile

SUBIECTUL 1 (30 p) — alegeti riaspunsul corect
a) Flx)=x’-x= f'(x)="
A 2x+1 B) 2x C) 2x-1

5p | b) f(x):% > F1(x)=?

5p
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1 1 1
A - B) c -1
'S X 's
5 C) f(x)=sinx= f'(x)="
P A) -sinx B) cosx C) —cosx
d) A(x)= (2)(2 +3)COSXE> fl(x)=?
5p | A) B) C)
4xcos x—(2x? +3)sinx  4xcosx+(2x? +3)sinxy  —4xsinx
6) Fx)= 1 £l =
5p _
A B) =X 0 =
(x-1) (x-1) x-1)
f) Flx)=Yx®-x= f(x)="
o5p A ( 1 )2 B) \/% C)ZX 1
R/x-x 3R/(x?-x —
RAx?-x
SUBIECTUL Il (20 p) — scrieti rezolvarile complete
3
Fie £ : (Or+0) > R, f(x):{ In"x  O<xse
ax + [ X>e
5p a) Calculati /,(e) si /,(e);
o5p b) Descompuneti In® x -1 folosind formula
a® - b° = (a—b)a? +ab + b?);
op i InX —Ine
c) Calculati X /sne x—e
5p d) Determinati  parametrii
reali o si g astfel incat 7 sa fie derivabila .
€)
SUBIECTUL 111 (20 p) — scrieti rezolvarile complete
Fie 7 : (0+0) > R, f(x)=xInx
5p a) Calculati #'(x) ;
5p b) Calculati 7#"(x) ;
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5p c) Daca g:(0:+0) >R, g(x)=Inx determinati g(x) ;
5p d) Determinati £ (x).

Rolul derivatelor in studiul functiilor

1. Determinati intervalele de monotonie ale functiei f:(0,00) = R, f(X)
= X Inx.

2. Determinati coordonatele punctelor de extrem ale functiei .R—R,
f(x) = (x* — 3)e".

4 -
3. Demonstrati ca functia fR—R, f(x) = ’I—ﬂ — x? +x*+1 este
convexa.
4, Determinati coordonatele punctului de inflexiune al graficului functiei

Inx

f:(0,00) > R,f(x) =1,

5. Demonstrati ca functia f:R—R, f(x)= arctg x verifica relatia f(3In2) <
f(2In3)

6. Fie f:[1, 3] —[2, 6 + In3], f(x) = 2x + In x. Demonstrati ca functia este
bijectiva.

Structuri algebrice. Morfisme. Polinoame
1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie” *”
data prin:

X *y=2Xy-X-y+4.

a) sa se arate ca legea este asociativa
b) sa se determine elementul neutru al legii de compozitie
c) saserezolve ecuatia x*2x=-1
d) sa se determine x astfel incat x*2=3
e) sise calculeze (-1) *0*1
2. a) Alcatuiti tabla adunarii si inmultirii modulo 5
b) Calculati produsul elementelor multimii Z4
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c¢) Rezolvati in Z6 ecuatiile: x>=3 si 2x=4
3.  Definim legea de compozitie
xEy=xy—b6x—6y+42,vx,yeR\{6}.

Sa se arate ca (R, {6},#) este grup abelian .
4.  Se considera matricele n M, (R):

4= TD)n=(; ) s o=@ erm@®/x(@=1+

ad,unde a € R*}

a)Sa se verifice cd X(a) - X(b) = X(a + b + ab), oricare ar fi numerele
a,b e R

b) Sa se demonstreze ca G impreuna cu operatia de Tnmulgire a
matricelor formeaza grup abelian.

3. Se considera multimea:

¢={(2 zj |a,b € Z,a> —2b° = 1} € My(2).

2b
g e .. 10 . /0 0 _
a)Sa se verifice ca I, = (l] 1) EGsI0, = (ﬂ EI) €G;
b) Sa se demonstreze cd G impreund cu operatia de inmultire a

matricelor formeaza grup abelian.

4. Demonstrati ca multimea GZ{G i

de grup comutativ in raport cu operatia de adunare a matricelor.

5. Considerdm polinoamele f= X* — 3X® + 4 X* - 2X +4 si g= X* — 2X +
1. Fie r polinomul reprezentat de restul mpartirii lui f la g.
Demonstrati ca £ (1) =r(1).

], a, b E R} formeaza o structura
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Primitive

1. Sa se calculeze urmatoarele primitive:
a)j@4ﬁ-¢5ﬂ442ﬁ—4x+7bx

b)_[ X2 ;:7++7x 1dx
xln(x+\/x +11)
c) j dx
Jx2+11
d)
jx +4
2. Se considerd functile f.F:R—?R.f{I)Z%.F(IJZ%

S se demonstreze ci functia F este o primitivd a functier f g1 sid se caleuleze
j‘é’ F)—e - f(x) ;.
(F(x)f

3. Se consideri functia fR—>Rf(x)={(h+l)e ‘E[_TO]

e cosx \.E[U o)

S3 se demonstreze ca fl.mctia f admite primitive pe R g1 g se determine o primitiva F care

verificd relatia F(0)=

w|

Integrala definita
1. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x{1-Xx).
a) Sa se calculeze j f(x)dx.
b) Sa se demonstreoze ca functia f admite primitive pe R.

2. Fie functia f :[01] >R, f(x)= 1 1X4 :
+

ROSE 2018 -2022 131



Ghid metodologic PROF. BALAN MARIA

1
a) Sa se calculeze I xf (x)dx .

< T
b) Sa se arate ca 2 <

0

f(xpx <1

O ey

Modele de subiecte de bacalaureat

A

1)

2)

3)

4)
a)
b)

5)

x—2y+z+t=1
Rezolvati sistemul: {x — 2y +z—t =—1
x—2y+z+5t=5

3xT+1

xlx+2)

Fie :.D—R, f(x)=

a)D=? Determinati asimptotele la graficul functiei.

b) Determinati ecuatia tangentei la grafic in punctul de abscisa
Xo=1

Determinati constantele a si b, astfel incat f R — R,
1t x<2
f(x)= {x !
(x) ax +b,x =2
lim w

x—=7 x—2

sa fie continud pe R si In plus, sd existe

Calculati derivatele functiilor:
f(X)=e5*(sin 3x + 1)

—

f(x)=In(x?-3)+3x — 3

Determinati numarul de radacini reale ale ecuatiei:

x*4+2x2—8x4+2=0
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6) Sa se determine a si b astfel incat functia f[1,5] — R,
| Inx,x €[1,e]

f(X)_{ax +b,x € (e, 5]

[1,5]. Cu valorile a si b determinate, determinati constanta c£(a,b).

sa verifice conditiile teoremei lui Lagrange pe

EUBIECTUL I

1) Se considera numarul complex z = f:; ,Z conjugatul sau. Aratati ca
z+z=%;

2) Se considera functiile

f.ooR—R,f(x)=x"+5,9(x) =mx+1,m € R ; Determinati valorile
parametrului real m pentru care graficele asociate celor doud functii nu se
intersecteaza;

3) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
log, (x*— 1) = 2 +log, (x — 1);

4) Calculati probabilitatea ca , alegdnd un numar de 3 cifre, cu cifrele din

multimea A={0,2,3,4,5,6}, acestea si aibi toate
cifrele pare .
5) Scrieti ecuatia medianei din

A'in triunghiul ABC ; A(—2,4) ,B(2,—-2),C(1,6) in reperul xOy .
6) Rezolvati in intervalul [0 ,7] , ecuatia sinx + cos2x =0 .
SUBIECTUL I

1 0 0
1. Se considera matricea d =0 2 0
g 0 3

a)Determinati x astfel incatdet(4 —xI; ) =0 ;

b) Demonstrati ca daca
X € M4(C) si AX = XA atunci Ja,b,c € C,a.1.X =

a 0 0
(Hn)
0 0 ¢

c)Determinati numarul de solutii ale ecuatiei
X% = Ain M,(R) siin M(C).
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2. Se considera polinomul
f= 3X% — mX? 4+ mX — 3 cu ridicinile Xy .%X5 ,Xg,

a)Calculati (1) ;

b) Determinati m real , pentru care polinomul considerat are o

[ I

c)Determinati m pentru care |x, | + |x,| + x5 = 3.

SUBIECTUL 1lI
1. Seconsiderd functia f: B — R, f(x) = arctgx;
a) Aflati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei considerate
b) Aratati  ca derivata f' a functiei considerate este

descrescatoare pentru x = 0 .

C) Demonstrati ca
o <fk+1) - f(k) < iz VkEN'.
2. Se considera sirul (1,,) .1 , I, = _I"ﬁl szﬂ ;
a) Calculati I, +1, + 1 .
b) Calculati ?}EJ; I,.
C.
SUBIECTUL I.

1. Calculati valoarea expresiei E=[ log,3+109,2] , unde [x] reprezinta

partea intreagd a lui x .
2. Rezolvati ecuatia f(x)+f(2x)=5 stiind ca functia f:R->R , f(X)=3x-2.
3. Calculati max(f(x),g(x)) stiind ca x este solutia naturald a ecuatiei

2_
32x 3x+1 :1

iar f, g:-R->R , f{(X)=vVx* +1 , g(X)=2x.
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4. Scrieti ecuatia dreptei care trece prin punctul A(2,3) si face cu axa Ox
un unghi de
30°.
J2

5. Calculati sin(at+b) stiind ca a,be (7[,3?7[) ,sina= -% , cosb= o

SUBIECTUL I1.

1 21 01 2
1. Fie ABeM,(R),A=| 3 0 2|,B=[0 1 3
130 310

a. Stabiliti daca matricea A este inversabila .
b. Rezolvati ecuatia : AX=B, Xe M,(R).
c. Calculati A *+trB(l, + B).
2. Fie polinomul f e C[X] , f= X*+X3++/3X+2, cu ridicinile
X3 Xoy X35 Xy
a. Calculati X°+X, " +X +X, .
b. Aratati ca cel putin o radacina a polinomului este numar complex .
c. Calculati restul impartirii polinomului f la polinomul ge C[X] , g=X-
2.
SUBIECTUL II.
1. Fie functia f:R->R, f(X)=arctg X .
a. Calculati f (X).
b. Calculati r!!m (1+ f'(n))n.
C. Scrieti ecuatiile asimptotelor graficului functiei f.

2
2. Fiesirul I, :IX" In xdx , neN.
1

a. Calculati 1, +1,.
b. Calculati | .
c. Aratatica I, >0, neN.
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Subiecte propuse la examenele de bacalaureat

Ministeru] Educatiei 5i Cencetirii
Examenul de bacalaureat nafional 2020
Proba E. )

Matematicd M s-mar

Varianta 6
+« Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficin_
» Timpul de Incro efectiv este de 3 are.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Ep | 1. Se consideri o progresie anitmeticd I:an}nﬂcual=2 fArapa r=3. Caleulan ay.
5p | 2. Se conziderd fimegia f:E— R, f(x)=2x+l. Determinag numerele reale x pentru care
F(=)=9.
5p | 3. Rezohvati in multimea mumerelor reale ecuatia 333 _g
&p | 4. Calculafi probabihitatea ca, alegind un muméEr din omltimea A={1,2._3._4,5,6,?,E,9}, acesta 53 fie
divizor al hai 100.
5p | 5. Se considerd un punct P in plamml paralelogramului ABCD . Aritani i P4+ PC=PBE+PD .

Sp | 6. Axatati e3 si.u(x—%]+{:us(r+%]=ﬂ, pentru orice numar real x.

SUBIECTUL al Il-lea {30 de puncte)

12
l.Semsiiaimmiuea_!{a:l:[ +a e ],m.d.eaesbenm.i:mal.

I+a 3+a

a) Aritati o3 det(4(0)) =36.

1 0
b) Determinati numerele reale a pentru care det{A{a]—{12+a]fz}=ﬂ,lmde I, =(D 1].

«) Se considerd matricea X & 14 (R) cu proprietatea X - X = 4(0). Aritai c3 cel putin un element al
matmcel X aste mumdr mafional.
2. Pe mmltimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xoy =x+4y —2.

gl

5p | a) Ardtanicd 1=1=0.

Sp | k) Determinan numdrnl real g pentru care xca =x , pentru orice numdr real x.

5p | €) Determinati mumerele reale x pentru care xoxt =4.

SUBIECTUL al ITl-lea (30 de puncie)

1. Se considerd functia f - (L+=)} =R, fx)=x"—2¢dx* 1.

5p | a) Ardtatic3 F'(x) =2:[1 —ﬁ] , xe (L)

2
5p | b) Calculai im X =)

5p | ¢) Demonstrati ¢3 axa Ox ests tangenti 1a graficul fimctiei £ -

2. Se consider3 functia f R R, f{x}:ﬁ_

sp a}A.liia}ici_lF[xz+2x+2:|f{x}a&=%.
) 2 1 1

5p | b) Aritari e !]'(f[thjdhzhs_

3 h 2

5p | ) Aritai i | BRI
L (x) 4

Proba scrisa la matematica M gt-nart Vananta &
Pagina 1 din 1
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Ministeru] Educaried si Cercetiii
Centrul Natioral de Politici 5i Evaluare in Educatie
Examenul de bacalaureat nagional 2020
Proba E. c)
Matematicd M_g-nat

Varianta 3
* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din ofici.
+ Timpal de lncro efectiv este de 3 ore.
SUBIECTULI (30 de puncte)

p l.mﬁmmﬂmm{a_]ﬂl,gﬁiuddaz=i fay=3.

fp| 1 Se comsideri funega f:R— R, f[x]:xj—l. Determinati numdrul natural n pentru care
Fln)=3.

5p | 3. Rezolvati in mmltimea mumerelor reale ecuatia yx° 8 =x—1.

5p | 4. Determinafi mumsrul de subrultimi cu trei elemente ale multimii {1,2,3,4] .

5p | 5. o reperul carterian xOy se considerS punctele M{L1), N{3,3), P(4.3) 5i O(La), unde a este
pumsr real. Determinati mumarul real a , pentru care patrulaterul MNPQ este trapez cu bazele MW

5 PO.
5p | 6. Calculafi lungimea ipotenmzei BC a trumghinhi dreptunghic ABC , in care 4B =3 ;l'l:mﬂ:%.
SUBIECTUL al IT-lea (30 de puncte)

l.Seumsidﬂimmima.»f:(E E

a) Aritati c3 det(4-4) =a’b®, penim orice mumere reale a 5i b.
b) Se considers matricea X'= 14, (R) astfel incdt 4- ¥ =X - 4. Demonstrati c3, daci a 51 b sunt

],und.e a 5 b sunt rmmere reale.

i]
mumere reale distincte, atunci exista mumerele reale x 51 ¢ astfel ncat X:[; r].

¢) Pentru a =4 51 =0, determinag matricele = 44 (R) penfracare F-F=4.
1. Pe mul{imea M:[D,H-v-] se defineste legea de compozifie xk;u=:.|,ly+1 +yJ'x+1.

a) Aritap c3 3+3=12.
b) Demonstrati ¢d x+0=02x=x, pentru orice xe M .

¢} Determunan x= M pentra care (x} +2x]*3='i’.
SUBIECTUL al ITT-lea (30 de puncte)
L Se considerd funcfia f:(-L+=) =R, f(x)=xh(x+1).

'gl

gl 'gl'l

Sp | ) Aritati e f'fx}:hfx+1)+$, xe (—L 4]

Sp | b) Artati o3 fimetia f este convexi.

5p | ©) Se considers fimetia g:(-L0] =R, g{x)=(x+1)". Demonstrati ci, dacd x.x) & (-L0] astfel
incit x €x,, ahmeal gx)zg(x).

2. Se considerd functia £:[01] =R, f(x)=1-x".

1
sp a)Aﬁia}ici_Ff{x}d::%.
o
1
N 1
sp | b Aritasi c3 %’xz{f{x]fﬁ:E.

1 1
5p | €) Demonstragi c4 ][f[x]}”'ﬁsj{f{x])”d:,pmmmmszmalmul n.
Q 0

Probd scrisi la matematich M_st-nat Warianta 3
Pagina 1 din 1
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Ministeru] Ediucafie 5i Cenceti
Centrul National de Politici 5i Evaluare in Educatie
Examenul de bacalaureat natiomal 2020
Proba E. c)
Matematica M s-nat

Varianta 1
# Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficin.
#« Timpul de lncrn efectiv este de 3 are_
SUBIECTUL I (30 de puncie)
Sp | L. Ardtati cd logy T+ log; 6-log, 21=1.

5p | 2 Se consideri functile f:E—R, _;I'{Jc]n:x1 d g:R—R, g(x)=2x-1. Demonstrad ci
flx)zg(x), pentru orice numsr real x.

fr|a Fezolvafl in mmltimea numerelor reale ecuatia X 412 =2x.

5p | 4. Calculafi probabilitatea ca, alegind un numdr x din mmlfimea A:{—Q,—LU,LZ}, acesta 53 fie
sohutie 2 ecuatiei x* —3x+2=10.

sp :'-.Deteminaﬁnnmelemalen;iﬁ,pmtumm&:ﬁ;:nmie5=a;+6};i;=2;+b}.

5P| 6. Se considers expresia E[x}:sinzx—u:rszx+1lr5{sinx+cmx]—2__ unde x este mumdr real

Aritatici EG]:&.

SUBIECTUL al IT-lea (30 de puncte)

x+2 x43 ,unde x este mumar real.
-3 x-2

a) Ardtan 3 &t(ﬁ{x]):j._pmuwimmﬁrmal x.
b) Determinan numérul natural » astfel incit Al-3)+ Al-2)+ A1)+ A1)+ A[2) + A(3)=nd(0) .

1. Se considers matricea A{x}:[

.gl

N R F'- %rul real x pentru care _.{{x]--’i[1]=(_14 _37]

1. Pe mml{imea numerelor reale se defineste legea de compozifie xsy=%l;ll.
4yt +

a) Ardtani e 0=1=1.

b) Determinan numerele reale x pentmu care xsx=1.

c) Demonstrati ci x={—x) <1, pentru orice mumsr real x.

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncie)
1. Se consideri functia f:R—R, f[x}:r‘ﬂlxz+2x+2.

. 2t 2 3x42
Sp | @) Ardtafi cd f'[x]:i_, xeR.
z
x- +2x+2

5p | B) Caleulati lim AL

e fx)

.gl L

5p | ) Demonstrati ci, pentru orice mumir real a , ecuatia f(x)=a are cel putin o solutie.
2, Se considerd functia f R =R, flx)=xs"+x.
1
sp | a) Aritas 3 Hf{:]—xﬂ"]dx:%.
a

et _atd
j{:’].ﬁ:T.

M=

2
5p [ B) Aritagi ca |
1

1
5p | ©) Se considers F:R — R, primitiva fimctiei f pentrn care F(1)=0. Aritati ci jF{x}dr:%.
]
Probd scrisd la matemaricd M r-nar Varianta 1
Filiera teoraticd, profil real, ppecializares ginfe ale naturii
Pagina1 din 1
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Mimister] Educatisi
Centrul National de Politici 5i Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)
Matematica M_gt-nat

Varianta 2
Filiera teoreticd, prafilul real, specializarea yiitnge ale namri
+ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi zece puncte din oficiu.
+ Timpul de lncru efectiv este de tred ore.
SUBIECTULI (30 de puncie)

5p
5p

Sp
sp

5p

5p

L Determinati al treilea termen al progresiei geometrice (B, ), ;. stindci b =2 5 by =6.

2. Se copsider3 functiile f:E—R, flx)=x+7 g g:R—=R, g(x)=x-7. Caleulafi (f=g)(7).
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuapa ¥2x—1=x-2.

4. Calculan probabilitatea ca, alegand un numar » din mulfimea oumerelor naturale de o cifrd, acesta
si venifice inegalitatea n{n—1){n—2)(n—3)(n—4)>0.

£, In reperul carterian x(y se consideri punctele A(L1), B{-L0), €(3.5) 5 D(5,6). Demonstrai
cipunctele B, D 51 omjlocul segmentuln AC sunt colimare

6. Determinati x= (0,#), stiind ¢4 (sinx—cosx)’ =2

SUBIECTUL al IT-lea (30 de puncte)

PN i e —

a) Aritati c3 det(4(0))=1.

b) Aritari cd A(1)+4(2)—A(1)- 4(2)=1,.

¢) Se consideri numerele naturale m 51 n, astfel incdt A(m)- A(n)=A(m+n). Aritafi e m=n=1.
1. Pe mulfimea numerelor reale se defineste legea de compozifie x = y=x! +_‘yﬂ +xE+y.

a) Artati cd (-1)=(-1)=0.

. 1 . W3
sp h}Denmnstm}icixny=(x+%] +(y+EJ —%,p&nlmwioemale xgy.
Fp | o) Determinati multimea valorilor reale ale hn x pentru care Pexlsd
SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)
1. Se considers finctia f:(-2,+=) =R, f(x)=x" +4x—%1n{x+2:|.
2x+3)(2x+5
5p | a) Arstati c3 f'[ﬂ:%, xe (=2, 400).
2
5p | b) Caleulati lim M
T X
s5p | ¢) Demonstrai ci x° +4x+%2%h{2x+4],pmtumine xe (L 4],
2, 5o considerd functia f-RE =R, _fl:x}=1+i.
4l
3
sp | #) Aritati i [(x7+1)f(x)dx=18.
]
3
5p | b) Arstati 3 [xf(x)dc=441n5.
1
ip ¢) Demonstran ci F(x+1)zF(x)+], pentru orice numir real x_, unde F este o pnmitivi ahu f
Proba scrisd la matematica M_gi-nat Varianta 3

Dagina 1 din 1
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Centrul Najioral de Politici 5i Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_gt-mat

Varianta 1
s Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi zece puncte din oficin.
« Timpual de Incro efectiv este de tred ore.
SUBIECTULI (30 de puncte)
5p | 1. Determunan termermm] by ﬂmgz\ﬁiai_genmtim{b‘]-a,gﬁh.dciE;:ﬁ b =18.
5p | 2 Se considers functia £ R —R, f{x)=2" + x—4_Determinati numerele reale m, tiind ci f(m)=m.
5Sp | 3. Rezolvafl in mmlfimea numerelor reale ecuafia 100-10% =10°* .
Sp| 4 Determinati edte numere natwrale pare, de doud cifre, se pot forma cu cifre din mmitimea {D._]._Z,_’n._-fl}.

p

Sp

5.In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-4.0). E(40) ;i C(0.4). Determinati
coordonatele centruln cerculul eorcumsens tmghmln ABC .

6. Aritati ci sin2x =1, stiind c tzx=1 5 :E{n,"—;}

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

ip

x+2

1. Se consideri matricea A{x]:[ 0

3
],u.mi.e X este mumir real.
x—2

a) Aritari c3 det(4(0))=-1.

b) Determinati multimea valorilor reale ale bui x pentru care matricea 4(x) este inversabili

¢) Se consider mumerele reale a , b 5i ¢, astfel incdt _4(a)- 4(5) = 4{c) . Demonstrati ci a® +5" +2c=3.
2. Pe multimea M =[~L1] se definegte legea de compozitie xoy = xfl— 32 + 3l -2 .

a) Aritan ed Qeol=1.
b) Determinan x= M pentru care xex=0.

¢) Demonstrati ei xu'\‘l—x} =1, pentru crice xE[ﬂ,l].

SUBIECTUL al ITT-lea (30 de puncte)

Sp
5p

fp

fp
fp

5p

1. Se considerd functia f:(0,+=) =R, fix)=6" +xnx-1.
a) Arstaticd fx)=e" +lnx+], xe [0, 400].
b) Determmnat eruaha tangentei la graficul fancper f o punctul de abscisd x=1, situat pe zraficul
fomctiel f .
¢} Demonstrat ci f+xhxzﬁ+%h%,pmhumim xe[%,-l-wj.
2. Se comsiders functia f-R R, f(x)=4x +2+ e
R

1
a) Aritafi ci _[f{x] x2+2dr=%.
b}Dmnu:slzagi{:iminewimiﬁxia functiel f este crescitoare pe K.
x

) Se comsideri fimetia g:R— R, g{x]:ffx]—m. Determinati ae (0,++=) pentrn care
+

B et

1
!gfx}dx:T+ "3

Probd scrisa la matematic M_si-nat Varianta 1
Filiera teoretica, profiiul real, speciolizares giinje ale naturii
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Minisien] Educatiei
Cenirul Nafional de Politici i Evaluare in Educare

Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. c)
Matematici M_gt-mar
Varianta 4
Filiera teoreticd, profilul real, specialtarea gtiinge ale natrii
+ Toale subiectele sunt obligatorii. Se acordd zece puncie din oficiu.
+  Timpul de lncru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncie)

Sp | 1. Ardtati ci 3(4-i)+30(1+i) =9, mde ¥ =-1.
2. Se considerd functia {:R— R, f(x)=x"—4. Caleutati (7 )(2).
3. Rezobvati in multimea numerelor reale ecuatia Iugl[rz—Zr +4]=I.

4. Calculaji probabilitaiea ca, alegind un numér din multimea numerelor naturale de doud cifre,
acesia sd fie divizibil cu 10.

5.In mperul cartezian 10y se considerd punctele A(2,4) 5i B(3,a), unde o este numir real
Deeterminati numsrul real a, stiind cd punctele ', A 5i B sunt coliniare.

g & &

5p | 6. Sc considerd E{I}:mx+cm2{ +cosdx, unde 1 este n.tum'f:mn].miulj ci E[%J:EI'.

SUBIECTUL al Tl-kea {30 de puncie)
. . [ A +3y 4y .
L. Se considera maftricele f; = i Al[.r.y]: ,unde x §i y suni oumere
01 -2y x-3y

redle.
sp | a) Aritati ci det(4(1,1))=0.
Sp | b) Demonstrati ci, daci matricea A(x, ¥) este inversabild, atunci |1 ]y
5p | ¢) Determinati perechile (m.n)., de numere integi, pentru care A(mLn)- A{-m.n)=1; .

2. Pe multimea A =0, +=) se definegte legea de compozitie 1o y=47 —(1-1-y).
5p | a) Ardtati ci 2:0=1.

P .

Ep | b) Aritaticd x T 25, pentru orice e A, 120,
5p | ¢) Demonsirati c&, daci m §i n sunt numer: naturale impare, alunci me A este numar natural impar.
SUBIECTUL al IT}-lea {30 de puncte)

1. Sc considerd funcgia f:(0,4==) >R, f(r)=1" -3z,

3{:—[} :1+x+l

5p | &) Aritati ca f'{:]:g. xe (0,40

5p | b) Detcrminati couatia tangentei la graficel funciei [ in punctul de abscisd x =1, situat pe graficul
functici f .
Sp | ¢) Demonstrati ci © 23Inx+1, pentru orice xe (04,
2. Se considerd functia R — K, f(r)=xe.
2
. il
a)A cd | ——dr=1.
Sp | ) Aritati £ -
o 41
Sp | b) Aritati ci “f{xju']d;:‘_.
I
-1

“la
Sp | €) Demonstrati cd Ij[:}dxé—h.p:m.rucuic: ae(0,4=).
£

~l-a

Proba sorisa b matematicd M _g-mar ‘Variania 4
Filiera warerio, profilul recl, specializaren gimje ale nanerii
Fagina 1 din |
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CAPITOLUL 11

Modele de teste rezolvate pentru examenul de Bacalaureat

* Filiera teoretica, profil real, specializarea stiinte ale naturii.
*Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
*Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

Testul 1

Subiectul | (30 puncte)

- 1 1 . o o == ..
(5p) 1. Sa se calculeze —to unde x; si X, sunt radacinile reale ale ecuatiei
A1 A2

—x?—x+1=0.
(5p) 2. Graficul functiei f:R—R, f(x)=-x+1 intersecteaza axele de coordonate
n punctele A si B. Calculati lungimea segmentului AB.

. .1 -
(5p) 3. Rezolvati ecuatia == 9 1
(5p) 4. Determinati cate numere naturale de 5 cifre distincte se pot forma cu
elementele multimii {0;1;2;3;4}.
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(5p) 5. S se determine m € R stiind ci vectorii v1=1-2] si

v2=(4m-3)i+(m-1)j au aceiasi directie.

(5p) 6. Si se calculeze aria triunghiului ABC stiind c are laturile AB=5-v/5,

AC=5+/5 si BC=2/15.

Subiectul II (30 puncte)

1. Consideram matricea A=(g ;) .

(5p) a) Calculati detA42%22;

(5p) b) Determinati inversa matricei A + I;

(5p) c) Si se demonstreze ci X*# A, oricare ar fi X € Mz (R).
2. Fie inelul ( £4,+, -).

(5p) a) Rezolvati ecuatia: 2x+2=2;

(5p) b) Aritati ca functia f:Z4—Z 4, f(x)=x* nu este injectiva;

(5p) ¢) Calculati suma: 12022 +22022 ;32022
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Subiectul III (30 puncte)

x—In?(\x+1),
Va+In(y/x+1)’

1.Fie functia f:(0, +o0)—R, f(x)=

(5p) a) Demonstrati cd ecuatia f'(x)=0 nu admite radacini reale;

(5p) b) Determinati multimea {f(x) / x €(0, +o0)};

1
Y

(5p) c) Demonstrati ca lng-lng <
2.Fie integrala Riemann I,,= g(tgx)“ dx,unden € N°.
(5p) a) Calculati I'y;

.o 1 . -
5p) b) Demonstrati ca I',4+2=——- I,, pentru oricen € N*;
p ’ n+l p

(5p) c) Calculati I5.
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Testul 2

Subiectul I (30 puncte)

(5p) 1. Se considera numarul complex z=3+2i. Calculati z%;
(5p) 2. Determinati valoarea minimai a functiei f:R—R f(x)=x%-3x-11;
(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: 25*-3-5*+2=0;

(5p) 4. Numarul submultimilor cu doua elemente ale unei multimi este 30.
Aflati numarul elementelor multimii.

(5p) 5. Se dau vectorii AB=31+] si CB=-1+2]. Calculati lungimea vectorului
AC;
(5p) 6. Daca sin X=E SiX € (E; ), calculati sin 2x.

5

Subiectul II (30 puncte)

1. Fie matricea A:(: _i) € M2 (R).

(5p) a) Demonstrati ci A2+21;=3A;

(5p) b) Folosind metoda inductiei matematice demonstrati ca A"=(2"-

1)(A-I3)+ I, pentru orice n € N, n 22.
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(5p) ¢) Demonstrati cd A2+A43+...+4190=(2101.103)(A-13)+9913;

2. Pe Z;3 definim legea asociativa “*” prin x*y=xy+10x+10y+12;

(5p) a) Aratati ca x*y=(x-3)(y-3)+ 3;

(5p) b) Demonstrati cd x*x*x=(x — 3)3+3 pentru orice x € Z13;

(5p) ) Aflati x € Z13 care verificd x*x*x*x=3.

Subiectul 111 (30 puncte)
3 2
1. Se considerd functia ER—R, fx)= s
c o pipon XT43x%
(5p) a) Demonstrati ca f'(x)= EiP

(5p) b) Demonstrati ca graficul functiei f nu admite puncte de extrem;

(5p) €) Determinati ecuatia asimptotei oblice la -oo la graficul functiei f.
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2.Fie functia f:R—R, f(x)=€*(3x+5)
(5p) a) Calculati jﬁl f'(x) dx;
(5p) b) Calculati [ f(x)dx;

(5p) c) Daca F este o primitiva a functiei f ce verifica F(0)= -2, calculati

J, F2(3) () dx

Testul 3

Subiectul | (30 puncte)

(5p) 1. Sa se demonstreze ca logz 12-2logs 2=1;

(5p) 2. Daci Xy, X;sunt ridicinile ecuatiei x2-3x+2022=0, calculati valoarea
expresiei E= xZ+x5+3x;X;;

(5p) 3. Si se determine m€e R pentru care graficul functiei :R—R, f(x)=x?-
2mx+m este tangent axei OX;

(5p) 4. Aflati care termen din dezvoltarea (x + 2—"%5, unde x€ (0, +o0), nu il
contine pe X;

(5p) 5. Fie in reperul cartezian punctele A(1,2), B(3,8) si C(5,4). Sa se

demonstreze cd AABC este dreptunghic isoscel.
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(5p) 6. Tn triunghiul ABC avem m(4)=45", m(B)=75" si AB=2+/5 cm.

Calculati lungimea laturii BC.

Subiectul 11 (30 puncte)

1. In sistemul xOy se considera punctele 4,(n2,n), n€ N.

a b ¢
Fie determinantul: A= |a? b? ¢2| undea,b,ceR
1 1 1

(5p) a) Determinati ecuatia dreptei A;As3;
(5p) b) Aratati ca A=(a-b)(b-c)(c-a);
(5p) c) Stiind ca aria triunghiului A; 4,4, este egald cu 55, determinati
valoarea numarului n.
2. Se defineste pe multimea numerelor reale operatia
Xo Y=Xy+3x+3y+6 ,pentru orice X,y€ R
(5p) a) Demonstrati ca xo (-3)=-3, ,pentru orice Xx€ R
(5p) b) Demonstrati ¢ (xo Y)o Z=Xo (Yo Z), ,pentru orice X,y,Z€ R
(5p) c) Calculati (-2022), (-2021), ..., 2021, 2022

Subiectul 111 (30 puncte)

—Inx

1. Fie functia f: (0, +o0)—R, f(x)=

x

(5p) @) Sa se calculeze f'(X), pentru xe (0, +o);
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(5p) b) Demonstrati ca f(x) 2 _?1, pentru orice x€ (0, +0);

(5p) ¢) Demonstrati ci 20212%%2>20222021;

2.Fie integrala Riemann .'"=J: xIn"x dx, pentru orice n€ N.

(5p) a) Sa se calculeze I3;

2
(5p) b) Demonstrati ca .'uz% - ;—1 I,_1, pentru orice n€ N;

(5p) ¢) Aritati ca (n+2)I, < e?, pentru orice n€ N*,
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Testul 4

Subiectul | (30 puncte)

(5p) 1. Se considera progresia geometrica cu termeni pozitivi: by; 4; bs;
16... Sa se calculeze suma primilor 10 termeni ai progresiei.

(5p) 2. Demonstrati cd ecuatia 2x2-(4m+2)x+2m(m-1)=0 admite radicini
reale distincte, oricare ar fi me€ R.

(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

l0g2022 (3x + 1)-logzp22 16 =0

(5p) 4. Aflati cate numere natural de 5 cifre se pot forma utilizand cifrele 1,
3si5?

(5p) 5. Sa se calculeze distanta de la punctul A(-2;1) la punctul de
intersectie al dreptelor d1: 3x-2y+1=0 si d3: -x+3y-5=0.

(5p) 6. In triunghiul dreptunghic ABC se cunosc m(4)= 90" si tg'ﬁzg.

Calculati sinB.
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Subiectul 11 (30 puncte)

1. Fie matricea A=(§ 2) si M={X(a)=I2+aA / a€E R\ {-%}}

(5p) a) Demonstrati ca X(a) -X(b)=X(a+b+5ab), pentru orice a, b # -1;

1

(5p) b) Demonstrati ci [X(a)] 1= X(i1ss

. 1
), pentru orice a # >

(5p) c) Aratati ca Inmultirea matricelor determina o structura de grup
comutativ pe multimea M.

2. Fie polinomul f,,=(2n-2)X*""1-(2n-1)X**"2+1, unde n€ N, n>2

(5p) a) Determinati toate radicinile complexe ale polinomului f3;

(5p) b) Aritati cd pentru orice n€ N, n=2 polinomul [, admite o radacini

dubla;

(5p) ©) Sa se arate ci pentru orice n€ N, n>2 polinomul f, are exact 3

radacini reale.
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Subiectul 11 (30 puncte)

1. Fie functia f:R*>R, f(x)=€*-x 2

(5p) @) Sa se calculeze f'(x), x€ R;
(5p) b) Demonstrati ca functia f este crescatoare pe intervalul (2;3) ;
(5p) ¢) Demonstrati ci 7eV>< 5eV7;

2. Pentru orice ne N*, definim integrala Riemann:

In:ff xin*x dx
(5p) @) Sa se calculeze I;
(5p) b) Sa se demonstreze ca I,- I,,+1>0 pentru orice ne N*;
(5p) ¢) Demonstrati ca I2022+12021+ 2020+ 2019 < 1+e2.

Bareme de evaluare si notare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

* Orice solutie corecta diferita de cea din barem este punctata corespunzator.

* Pentru rezolvari partiale se acorda punctaje intermediare in limita baremului
corespunzator.

* Oficiu: 10 puncte. Nota finala se obtine prin impartirea la 10 a punctajului
total.

Test 1
Subiectul | (30 puncte)
1. K1+K2:-1, Kl'Kzz-l 2p
i+i — X2txy =1 3p
X1 Xz X1-X3z
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2. f(x)=0e-x+1=0x=1=A(1;0) 3p
x=0=f(0)=1=>B(0;1)
AB=v2
2p
3 1 g1 11 3p
3% 3% g9 3% 32 2p
X=2
4. 5. S T 3
43 (5-35)! o 120 P
4 4 4
A‘*_{4—4}!_0!_24 )
Sunt A2-Af= 120-24= 96 numere P
dm—-3_m—1
5. = 2p
(4m-3)(-2)=m-1=-8m+6=m-1m= g 3p
6. AB?+AC?=BC?*=ABAC dreptunghic in A 3p
A _ABAC_ 0
AABC— 2 - 2p
Subiectul 11 (30 puncte)
1.a) 2_(0 0 2022_(0 O 3p
4 _(o 0):>A _(0 0)
dem2ﬂ22:0 2p
b (1 1 _ 2
) A+12_(0 1),det(A+12)—1 P
11 -1 3
a+L)=(, ) P

ROSE 2018 -2022

155



Ghid metodologic PROF. DORIN MOGLAN

c) a b (a2 +bec b(a+ d)) 2p
Fie X= =>X?
( d) cla+d) d*+bc
Din X2=A=a? + be=c(a+d)= d2 + bc=0 3p
Si b(a+d)=1
Din a+d#0=>c=0=>a’=d?=0=a=d=0 contradictie
2.a) 2x+2=22x=0 3p
xe {0; 2} 2p
b) f(0) = 0%2=0 ; f(2)=22=4=0 3p
042> f(0)= f(2) = f nu este injectiva 2p
) 720227 52022 = 32022 =7 3p
72022 452022 132022 = 4 §+]=5 2p
Subiectul 111 30 puncte)
1.a) f(x)= Vr -2 (a+1) _ Wa—-in(Vx+)][vx+in(yx+1)] 3p
T Vx+in(x+1) Va+in(yx+1)
=x —In(vx + 1)
N | e C ys
f (X)—ZVE+2>O = ['(x)=0 nu are radicini reale 2p
b) | f'(x) >0 = feste strict crescitoare 2p
limy—o f(x)=0; lim,_ 4 f(x)=4o00; Imf= (0; +c0) 3p
x>0
c) f()>0<:> >In=; (- )>0<:>l>ln— 3p
In3-1 ENY In In2<:
n— n <£ EC) l’l_ l’l4<§ 2p
2.8.) T sinx +cosxt z 3p

Il:-[{]é tgx dx= jﬂ cosxd Jé  +eosx

dx= -In(cosx) |4 :
2p

. . n2
Finalizare: 11:?
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b) lrn+2+lrn:jﬂl (tgx)" (tg®x+1)dx 2p
1 1 1
tgx=t=lysp+l,=), t" dt=——&ly=—— - I 3p
1 1 1
C = = —_ 3
) | Ltly= Istla= I+ls=; p

Is+1 + 1+ Is-(Is+]5)= 11+1?=é+% ] i

11 1 mn2_5 In2 2p

b i a2
Testul 2
Subiectul | (30 puncte)
1. | z%2=32+42-3-2i+(2i)? 3p
z2=5+12i 2p
2. | A=53 2p
Valoarea minima= - L3 3p
4a 4
3. | 25%-3.5+2=0(5%)2-3-5"+2=0 3p
5%=t > 0=t2-3t+2=0
t1:l> 0=>X1:0; t2:2> 0=>X2210g5 2 2p
4. | ci=15 2p
nt o _ -1) .n= = 3p
2![n_2]3—15<:> (n-1) -n=30=n=6
5. | AC=AB+BC=31+j+i-2j=41-] 3p
AC|=/# + (—1?=y17 2p
6. | sin 2x=2sinx cosx, sin’x+cos?x=1; cos x<0 3p
_ A o 24 2p
COSX= - Sin2x= - =
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Subiectul 11 (30 puncte)
1.a) 2_(10 —6 3p
4 ( 9 _5)
Verificarea prin calcul 2p
b) | Etapa de verificare este realizata la punctul a). 2p

Presupunem egalitatea adevarata pentru n=k si se
demonstreaza pentru n=k+1

AT=(2"-1)(A-L)+ [, & A=(2"-1)A-(2"-2) I, 3p
ARFLZAARZAL(25-1)A-(2F-2) )= (2F+1-1)A-(25+1-
)1,
C) | A%+A3+. | +A00=(22-1423-1+4.. +2100-1)A-(22-2+23- 3p
2+... 421009y 1,
2p
AZ+A3+, | +A00=(2101_103)(A-,)+99],
2.a) | (x-3)(y-3)+ 3=xy-3x-3y+9+3 3p
-3=10; finalizare 2p
b) | x*x=(x —3)%+3 2p
X*X*AX=X*[(x — 3)2+3]= (x — 3)3+3 3p
C) | X*xX*x*x=3o(x —3)*+3=3 3p
x=3 2p
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Subiectul 111 (30 puncte)
1.a) rron (23 +4x242) (32 +1) (P +4x2 +4)-(x2+ 1) 3p
F'(9= (x2+1)2
- Ly Xt 43x? 2p
Finalizare: f (X)_W
b) | F(x (x)== [2x+$3;]> 0=f crescatoare 2p
f crescatoare= graficul nu admite puncte extremale 3p
c) m=lim,__ mf{x}—l n=lim,_,_,(f(x) —x)=4 3p
2
ecuatia asimptotei: y=x+4 P
2.a 1o - 1 2
Vs £ =) P
Finalizare: fﬂl £’ (x)dx=8e-5 3p
b) | | f(x)dx=[(e*)' (3x+5)dx=e* (3x+5)-[ e* (3x + 5)'dx= 3p
e* (3x+5)- [ 3e*dx )
Finalizare: | f(x)dx=e*(3x+2)+C P
C) F(O)—2:> C=0=> F(x)- e”* (3x+2) 2p
5 F200fdx= [, F200) F'(0)dx=fy 2y dx= -
125¢% -8
_F3(x) |1_F3(1) F3(0) _ ————
T3 o7 3 3 ~
Testul 3
Subiectul | (30 puncte)
12
1. | logs12-2log, 2=logs = 3p
N 2p
finalizare
2. .X'1+.X'2:3; .1'1.1'2:2022 2p
E=(x; + x5)%+x,%,=2031 3p

ROSE 2018 -2022 159



Ghid metodologic

PROF. DORIN MOGLAN

3. Graficul functiei tangent axei OX=A=0 3p
A=4m?-4m= me {0;1} 2p
— 3k
b Ten=chas e Eyr=ck 27 3p
K=4= T5=240 2p
5. | AB=40; AC=v20; BC=v20=triunghi isoscel 3p
AB?=AC?+BC%=triunghi dreptunghic 2p
6. | m(C)=60"; = 3p
sinC sind
_2/5-sin45°_ _ | 2,/30
=smeo —BC= 2p
Subiectul 11 (30 puncte)
1.a) x y 1 3p
Ay(4;2); A3(9;3); A2A5: |4 2 1|=0
9 3 1
Finalizare:x-5y+6=0 2p
b) | A=ab?+a’c+c?b-b%c-ac?-a?b 2p
Descompunem A in factori=A=(a-b)(b-c)(c-a) 3p
c) " 12 11 3p
Apa,a,a,=5 Unde A=|22 2 1| =(2-n)(n-1)
n? n 1
Finalizare:n=12 2p
2.a) | x0(-3)= x-(-3)+3x+3-(-3)+6 3p
finalizare: x2(-3)=-3 2p
b) | (x0y) oz=(xy+3x+3y+6) Cz=(xy+3x+3y+6)z+3(xy+3x+3y 3p
+6)+32+6)
XO(y ©2)=x°(yz+3y+3z+6)=x(yz+3y+3z+6)+3x+3(yz+3y+ 5
p
ROSE 2018 - 2022 160




Ghid metodologic

PROF. DORIN MOGLAN

3z+6)+6
finalizare: (x0y) ©z= x0(y ©z)

) | (-2022) © (-2021) ©...0202102022= 3p
=[(-2022) © (-2021) ©...0 (-4) © (-2) ©...0202102022] © (-
3) 2p
Conform a) =(-2022) © (-2021) ©...0202102022=-3
Subiectul 111 (30 puncte)
1,a) f':(x)z _ (Inx) -:z—lnx-x 3p
. . ' _ 1-Inx
Finalizare: f'(x)= - — 2p
b) | Punctul x=e este punct de minim global 3p
f(x)>f(e), VXE(0; +o0) & - " = - 2 Yxe(0; +o0) 2p
C) f strict crescator pentru x>e=1(2021)<f(2022) 3p
In2021 in2022 In2021_Iin2022
T 2021 0 2022 2021 ~ 2022 20
Finalizare:20212922>20222021
2.a) Izzfle xIn?x dx:§ - In?x |i- _ff?- (In?x)"dx 3p
Finalizare: 12:'924_1 2p
b) In:jleé): -In"x dX:§ In™x |;- g fle xIn™ 1x dx 3p
I e n [ 2
n=7 "7l P
c) In-In_lzfle xIn" 1x (Inx — 1) dx<0=1,<l,_4 2p
Pentru orice ne N* 3p
e?=2I,+nl,,_1>21,+nl,=(2+n) I,
ROSE 2018 - 2022 161




Ghid metodologic PROF. DORIN MOGLAN

Test 4
Subiectul | (30 puncte)
e D2 g _
1. bS:Vsz . b4:\f4 . 16:8’ g= g = 1 =2 2p
by="2= JE"'1:%‘:2=>’§’1 + by+...+byg=h, qlﬂ_—1
q q—1 3p
:bl + b2+...+b10= 2046
2. | A=(4m +2)%-4-2-2m(m-1) 2p
A=4>0= ecuatia admite radacini reale distincte 3p
3. Conditia de existenta: 3x+1>0&xe(- %; +00) 3p
1082022 (3% + 1)-log;q22 16=0log 02, %ZO
Finalizare:x=5€(- %; +o0) 2p
4. Numarul de numere naturale este egal cu numarul 3p
functiilor definite pe o multime cu 5 elemente cu valori
intr-o multime cu 3 elemente
Finalizare:3°=243 numere 2p
5. dlmdzzB(l,Z) 3p
AB=y/(-2 —1)? + (1 -2)?=/10 2P
2p—_ L 25— 1 _2°
6. L+tg®B=_F5cos B_1+tgzﬁ'_29 3
sin?B+cos?B=1 5‘1'1r12§>0:>sinB=2;§9 2p
Subiectul 11 (30 puncte)
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2a¥1 2 251 2b
L2) X(a):( aaa Sa—la-l) X(b)( 3;,: 3b+1) 2P

_ _(2(a+ b+ 5ab) +1 2(a+ b+ 5ab) \_ 3p
X(@) X(b)‘( 3(a+b+5ab)  3(a+b+5ab) + 1)‘

=X(a+b+5ab)
b) | X(a)-X =I,=X (_L) - X(a) 3p
Finalizare:[X(a)] != - 2p
inalizare:[X(a)] ™= - -
C) Din a) =lege de compozitie 2p
Se verifica axiomele grupului comutativ 3p
2.a) | f>=2X*-3X%+1 are radacina x;=1 2p
f2=(X-1)(2X?-X-1) =x,=1 si x3= % 3p
b) | £=(1)=0; £,"(1)=0 3p
£ (1) #0=>x=1 radicina dubla 2p
) | fR—-R; f(x)=(2n — 2)x?""1-(2n — Dx*" 7 +1 3p

unde n€ N; n>2

f strict descrescatoare pe (0,1) si strict crescatoare pe (-00,0)
U(0,1) =f(x)>f(1)=0 pentru xe (0, c0)\{1}= f,nu are alte
radacini pozitive

lim,__g f(x)=—00; f(0)=1=fare o singura radacina 2p
negativa
Subiectul 111 (30 puncte)
T o2 _ 7
La) | =S f (=) 3p
finalizare: f’(X)=" {x ﬂ,xeR* 2p
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b) | xe (2,3) ©2<x<3=x-2>0 3p
f'(X)>0; vxe(2,3) =
F crescatoare pe intervalul (2,3) 2p
¢) | V35, vV7€(2,3) si V5< V7=f(V5)< f(v/7) 3p
SBERMNEII 2
e 2 . 2 e 2 ,
2.a) Ilzjl xInx dx:fle(%) Inx dxzx?lnx‘l- jlex?- (Inx)" dx 2p
Finalizare: 1’1:? 3p
b) Inﬂ-fn:jf xIn"x (Inx — 1)dx 2p
X€E [1,6] =Inl1<nx<Ine=0<Inx<1=>Inx-1<0 3p
$1n+1-InSO; vne N*
C) Dina) =I,<I;, Vne N* 3p
2022412021+ 2020 H 2019541 & »
I3022t12021+ 2020 120195€%+1 P
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Tn loc de concluzii

,.De tnvatat invefi multe §i de la tofi.
Dar profesor nu e decdt cel care te invata sa invefi.*
Constantin Noica

Implementarea Proiectului Rose Bac++, din cadrul Proiectului privind
invatamantul secundar ROSE, Schema de granturi pentru licee a contribuit in
mod decisiv la reducerea abandonului scolar si la cresterea ratei de promovare a
examenului de bacalaureat a elevilor Liceului Teoretic Bogdan Voda Halaucesti.

Pentru realizarea obiectivelor propuse, echipa de proiect a organizat
activitati remediale, de consiliere, de indrumare si orientare profesionala, dar si
activitati de coaching, de dezvoltare personala, de dezvoltarea a abilitatilor
socio-emotionale, activitati extracurriculare si de informare, vizite si excursii de
documentare, stagii de pregatire.

Principalii beneficiari ai proiectului au fost si vor fi elevii nostri, cei care,
prin activitagile organizate, au luat contact cu abordari moderne ale actului de
predare, cu noi modalitati de invatare, menite sa le stimuleze interesul si sa-i
motiveze sa invete.

Pe langa gradul de promovabilitate, impactul orelor remediale a fost
vizibil si in notele mari obtinute de elevi la examen. Din grupul tintd, format
din 85 de elevi, au fost inscrisi 28 de elevi din anul terminal, iar 22 de elevi au
promovat examenul de bacalaureat.

Situatia pe discipline a fost urmatoarea:

La limba si literatura romana, au fost inscrisi 10 elevi, promovabilitatea
fiind de 100%, media disciplinei fiind 6,69.

La matematica, din cei 10 elevi inscrisi, 8 au reusit si promoveze
examenul, procentul de promovabilitate fiind de 80%, media fiind de 6,71. Au
fost obtinute 4 note peste 8.

La istorie, din 10 elevi inscrisi, 9 au sustinut proba, toti promovand-0,
media clasei fiind 6,42, obtinandu-se de asemenea, 4 note peste 8.

La biologie au fost inscrisi 7 elevi, 5 au promovat, procentul de
promovabilitate fiind de 85,7%, media clasei fiind 8,10, iar 4 elevi au obtinut
note peste 9,45.

La geografie au fost Inscrisi 11 elevi, toti promovand aceasta disciplina,
media clasei fiind 7,29. Patru elevi au obtinut note peste 8.
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Utilizarea noilor tenologii a contribuit la imbunatatirea calitativa a
procesul instructiv-educativ, la transferul functional al continuturilor, la
eficienizarea activitatilor de invatare prin asigurarea unui feed-back permanent,
la formarea si dezvoltarea capacitatilor de autoevaluare si autoapreciere, oferind
facilitati de prelucrare rapida a datelor, de afisare a rezultatelor, dar si bucurie,
entuziasm, concentrare, atentie, conferind autenticitate activitatilor desfasurate.

Toate aceste activitdfi au avut darul de a-1 apropia pe elevi si profesori
intr-un efort comun de transmitere-receptare a noilor cunostinte, de dezvoltare a
competentelor cheie, sporind increderea intre actorii scolii. Adevaratul profesor
te invata din inima si nu din carte, spune un vechi proverb.

Profesia didacticd are o dimensiune umana extrem de puternica. Un
profesor nu inseamna doar competente pedagogice, competente de comunicare
si relationare, competente psiho-sociale, tehnice si tehnologice, competente de
management al carierei si competente de evaluare a elevilor, ci si atitudini,
valori, ethos, o constiinta profesionala.

Eficientizarea demersului didactic depinde de relatia profesor — elev, de
modul in care se asigurd un echilibru intre asteptarile elevilor si obiectivele
lectiei, prin selectarea inspiratd a continuturilor, a strategiilor si mijloacelor
didactice, de felul in care cadrul didactic stie sa utilizeze cuvantul ca mijloc
de indrumare prin intrebari, raspunsuri, indicatii, explicatii, aprecieri.

Proiectul a constituit 0 buna oportunitate de perfectionare a stilului si a
competentelor didactice, de familiarizare cu noile tendinte europene in
domeniul educatiei, nu doar pentru profesorii participanti, ci pentru toate
cadrele didactice ale Liceului Teoretic Bogdan Voda Halaucesti, pentru ca ,,0
scoala in care profesorul nu invata si el, e o absurditate.* !

Iata si cateva ganduri® ale elevilor participanti in proiect:

,, Proiectul Rose a fost unul foarte important deoarece am dobdndit multe
cunostinte dar am si aprofundat unele notiuni . Totodata consider ca a fost 0
pregitire suplimentard pentru examenul de bacalaureat, care m-a ajutat foarte
mult. ” (Delia Bragsoveanu)

,,Programul ROSE mi-a oferit sansa de a-mi imbogadti cunostintele in
domeniile pe care le-am avut ca baza in liceu. Prin intermediul acestui proiect
am realizat §i o conexiune speciala cu profesorii,reusind sa acumulez
informatii benefice,nu doar in context scolar ci si pentru viata cotidiana. Acest

! Constantin Noica - Jurnal filozofic (1993)
2 Repere cultural-educationale, Nr.7, Despre ROSE si impactul siu — prof. Alina Casuneanu,
p.73
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proiect m-a ajuat sa imi depasesc limitele si sa leg o relatie frumoasa cu
profesorii, care au fost mereu aldturi de noi.”(Miruna Mihaes) .

.. In cadrul pregatirii de la Rose am avut ocazia de a md intdlni cu un nou
tip de abordare in ceea ce priveste pregatirea examenului de Bacalaureat.
Interesul crescut al profesorilor si metodele de explicare a notiunilor au fost
adaptate pentru ca fiecare elev in parte sa inteleaga informatiile cat mai
bine.In acest sens,in cadrul pregdtirii Rose, a fost sporit nu doar interesul
elevilor ci si al profesorilor.Deasemeni Rose a reprezentat un punct de sprijin
extrem de important pentru bacalaureat.” (Geanina Clopotel)

,, Pentru mine proiectul ROSE a reprezentat o mare oportunitate §i un
ajutor foarte mare in ultimul an de liceu. Orele de pregatire din cadrul acestui
proiect s-au mulat perfect pe nevoile noastre de elevi care urmeaza sa dea
bacalaureatul. Au fost ore de pregitire interactive si educative, intr-un cadru
relaxant, care ne-au ajutat sa ne consolidam cunostintele pentru a reusi sa
facem fata acestui examen important.

Totodata, acest proiect ne-a ajutat si din punct de vedere emotional,
pentru ca profesorii au fost atenti ca noi sa nu lasam stresul si presiunea
examenului sa ne afecteze intr-un mod negativ. Legatura noastra cu profesorii
a fost una apropiata si s-a intarit pe tot parcursul orelor de pregitire pentru ca
au fost alaturi de noi si am trecut impreuna prin ultimul an de liceu, unul cu
multe provocari pentru noi.

Pe mine m-a ajutat foarte mult pentru ca nu am mai simtit nevoia sa fac
pregatire in particular pentru materiile de bacalaureat si pentru ca a fost un
mediu familiar, unde am fost cu profesorii de la clasa si cu colegii.” (Catalina
Gurgu )

Reunirea materialelor utilizate pe parcursul desfasurdrii proiectului in
paginile prezentului ghid constituie un demers menit sa ofere modele de
valorificare a relatiei informare-formare la nivelul mesajelor pedagogice
proiectate in sensul simplificarii, schematizarii, esentializarii, prin corelarea
intra si interdisciplinard a cunostintelor, cu trecere de la pedagogic catre social,
de perfectionare a activitatii didactice printr-o raportare permanenta la ceea ce
gandesc si simt, precum si la modul in care se comporta elevii, in spiritul
paradigmei curriculumului si a tendintelor educationale actuale.
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